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说 明 


本 书 版 权 属 于 北京 大 学 出 版 社 有 限 公司 。 版 权 所 有 ， 侵 
权 必 完 。 

本 书 电子 版 仅 提 供给 高 校 任 课 教 师 使 用 ， 如 有 任课 教师 
需要 本 书 课件 或 其 他 相关 教学 资料 ， 请 联系 北京 大 学 出 版 社 
客服 ， 微 信 手 机 同 号 : 15600139606， 扫 下 面 二 维 码 可 直接 
联系 。 

由 于 教材 版 权 所 限 ， 仅 限 任课 教师 索取 ， 谢 谢 ! 
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本 书 是 普通 高 等 教育 “十 一 五 


内 容 简 介 
家 级 规划 教材 的 修订 版 , 按照 教育 部 自动 化 类 专业 本 科教 学 大 纲 编 


团 

















著 。 本 书 共 分 为 8 章 ， 内 容 包 括 状 态 空间 模型 、 线 性 系统 的 运动 分 析 、 能 控 性 与 能 观测 性 、 稳 定性 分 析 、 


极点 配置 与 观测 器 的 设计 、 








本 书 力图 内 容 全 面 ， 











合 工程 应 用 的 例题 。 书 叶 





最 优 控制 、 自 适应 控制 与 解 耦 控制 系统 、 历 年 考研 真题 精 选 。 
重点 突出 ， 讲 明基 本 概念 和 方法 ,尽量 减少 烦琐 的 数学 公式 推导 , 并 给 出 一 些 结 
配合 各 章 内 容 给 出 了 MATLAB 软件 的 开发 程序 、 各 个 实验 配套 的 源 程序 及 程序 





注释 等 。 另 外 ， 本 书 给 出 了 一 些 例题 仿真 和 教学 的 视频 ， 可 以 通过 扫描 二 维 码 实现 自学 。 

















本 书 既 可 作为 自动 化 、 测控 技术 与 仪器 和 电气 工程 自动 化 等 专业 的 本 科教 材 ,也 适合 工程 硕士 和 非 自 





动 化 专业 硕 : 





选用 ， 还 可 供 感 兴趣 的 读者 自学 参考 。 
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现代 控制 理论 是 对 古典 控制 理论 的 进一步 发 展 ， 它 包括 线性 系统 理论 、 最 优 控制 、 现 
代 系 统 辨识 及 自 适 应 控制 等 多 个 分 支 。 现 代 控 制 理论 主要 研究 多 输入 多 输出 (MIMO) 系 统 
的 建 模 、 分 析 和 综合 。MIMO 系统 是 以 状态 空间 法 为 理论 基础 ， 以 状态 空间 模型 作为 受 控 
对 象 的 数学 模型 ， 主 要 对 系统 的 能 控 性 、 能 观测 性 及 稳定 性 等 品质 进行 分 析 ; 它 还 包括 设 
计 状 态 观测 器 使 系统 品质 达到 最 佳 ， 或 者 以 泛 函 、 变 分 法 为 理论 基础 ， 采 用 极 值 原 理 、 动 
态 规划 对 系统 进行 最 优 控制 ; 另外 ， 系统 辨识 、 自 适应 控制 也 是 现代 控制 理论 的 研究 领域 。 
现代 控制 理论 诞生 以 来 ， 不 论 在 理论 还 是 应 用 方面 一 直 处 于 十 分 活跃 的 状态 ， 它 不 仅 在 航 
空 航天 领域 取得 了 惊人 的 成 就 ， 而 且 在 工业 、 军 事 等 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 同 时 ， 受 
控 对 象 复杂 程度 的 增加 ， 促 进 了 智能 控制 的 崛起 与 发 展 。 智 能 控制 理论 的 主要 研究 对 象 则 
是 更 复杂 的 系统 ， 特 别 是 对 具有 非 线 性 特性 的 过 程 (系统 ) 的 预测 、 辨 识 或 控制 ， 更 能 显示 
智能 控制 理论 的 优势 。 

侯 媛 彬 系 我 们 西安 交通 大 学 培养 的 工学 博士 ， 现 为 西安 科技 大 学 博士 生 导师 、 陕 西 省 
点 学 科 “ 控 制 理论 与 控制 工程 ”带头 人 人， 兼任 中 国 自 动 化 学 会 教育 工作 委员 会 委员 、 陕 
西 省 自动 化 学 会 常务 理事 及 教育 委员 会 主任 。 她 多 年 来 一 直 从 事 自动 化 方面 的 教学 和 研究 
工作 ， 讲 授 过 博士 、 硕 二 和 本 科 各 层面 的 专业 课程 10 多 门 ， 其 中 主讲 “自动 控制 原理 ” 
和 “现代 控制 理论 ” 鬼 有 10 多 个 循环 。 在 国内 外 公开 发 表 学 术 论文 200 多 篇 ， 其 中 被 EI 
〈《 工 程 索 引 》 和 SCE(《 科 学 引文 索引 》 收录 70 多 篇 。 出 版 专著 、 教 材 16 部 ， 承 担 省 部 
级 科研 项 目 及 横向 项 目 20 余 项 ， 获 科技 进步 奖 和 教学 方面 的 各 种 奖 20 多 项 。 本 书 的 另 四 
位 编著 者 : 西安 建筑 科技 大 学 血 启 春 教授 ， 西 安 科 技 大 学 杜 京 义 教授 、 咎 宏 洋 和 王 征 老师 
也 都 是 在 自动 化 专业 从 事 教学 多 年 ， 讲 授 “ 现 代 控 制 理论 ”课程 多 个 循环 的 教师 。 
本 书 力图 内 容 全 面 , 重点 突出 , 讲 明基 本 概念 和 方法 ,尽量 减少 烦琐 的 数学 公式 推导 ， 
并 给 出 一 些 结合 工程 应 用 的 例题 。 另 外 ， 本 书 结合 各 章 内 容 给 出 了 MATLAB 软件 的 开发 
源 程序 ， 给 出 了 一 些 例题 和 教学 的 仿真 视频 ， 可 以 通过 扫描 二 维 码 实现 自学 。 
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早 在 2005 年 ， 侯 媛 彬 教授 就 开始 与 我 们 合作 。 当 时 ， 北 京 大 学 出 版 社 正在 大 规模 出 

版 工科 教材 ， 我 们 部 门 〈 第 六 事业 部 ) 也 是 从 那 时 起 开始 与 侯 教 授 结缘 的 。 作 为 战斗 在 科 
研 教学 一 线 的 教师 ， 侯 教授 早已 在 双 控 领域 闻名 ， 尤 其 在 西北 地 区 ， 她 主讲 的 “现代 控制 
理论 ”和 “自动 控制 原理 ”课程 涉及 本 科 、 硕 士 、 博 士 等 多 个 层面 ， 多 所 院 校 的 学 术 带 头 
人 和 科研 教学 骨干 都 曾 是 她 培养 的 博士 。 我 们 请 她 作为 第 一 编著 者 和 组 织 者 ， 邀 请 几 位 资 
深 教师 一 起 合作 ， 打 造 出 了 这 本 《现代 控制 理论 基础 》。 
《现代 控制 理论 基础 》 是 按照 教育 部 自动 化 类 专业 本 科教 学 大 纲 编写 的 ， 主 要 介绍 多 
输入 多 输出 系统 的 建 模 、 分 析 与 反馈 等 内 容 ， 理 论 知识 讲解 全 面 、 透 彻 ， 例 题 、 程 序 丰 富 。 
目前 ， 人 工 智 能 技术 高 速 发 展 ， 在 这 里 打 好 基础 对 学 习 智 能 控制 会 有 很 大 帮助 。 
岗 代 控制 理论 基础 》 第 1 版 教材 出 版 以 来 ， 经 历 了 多 次 重印 ， 得 到 了 一 线 任课 教师 
的 认同 和 好 评 。 由 于 该 教材 编著 者 队伍 优秀 、 教 材 编写 质量 过 硬 ， 所 以 被 评 为 “普通 高 等 
教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 ”。 去 年 伐 教授 又 找到 我 们 ， 打 算 修订 第 1 版 教材 。 听 到 这 
个 消息 ,我 们 一 方面 怕 做 不 好 这 项 斑 作 而 率 负 了 编著 者 的 心血 ， 但 另 一 方面 却 感到 十 分 荣 
幸 ， 经 协商 决定 接 下 这 份 信任 我 们 相信 能 将 这 份 沉 多 多 的 信任 转化 为 成 果 。 

其 实 2013 年 的 时 候 就 打算 修订 原 教材 ， 没 能 实现 ， 但 在 重印 时 都 对 书 中 发 现 的 小 问 
题 进行 了 修改 。 近 儿 年 ,“ 互 联网 +” 兴 起 , 上 听闻 懂 教授 作者 团队 “现代 控制 理论 ”的 线 上 
课程 也 开展 得 如 火 如 茶 。 与 编辑 充分 沟通 后 ,决定 修订 教材 ， 采 用 二 维 码 技术 加 入 一 些 视 
频 类 型 的 数字 资源 ， 同 时 也 兼顾 到 考研 群体 的 需求 ， 再 加 入 一 章 历 年 考研 的 真题 讲解 ， 既 
传统 又 现代 。 我 们 会 组 织 好 编辑 方面 的 工作 , 同时 也 期 待 这 本 修订 后 的 教材 能 够 百 尺 竿 头 ， 


更 进一步 。 
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第 2 版 前 言 


控制 理论 从 内 容 上 划分 ， 可 分 为 古典 控制 





时 间 上 划分 ，1958 年 前 为 古典 控制 理论 发 展 时 期 ，1958 年 到 1978 年 为 现代 控制 理论 发 展 


理论 、 现 代 控 制 理 论 和 智能 控制 理论 。 若 从 














时 期 ，1978 年 复杂 的 大 系统 理论 问世 ， 开 启 了 智能 控制 理论 的 发 展 。 
古典 控制 理论 主要 讨论 单 输 入 单 输出 (Single Input Single Output，SISO) 系 统 的 建 模 、 
分 析 和 综合 设计 。SISO 系统 是 以 频 域 法 为 基础 理论 ， 以 传递 函数 作为 受 控 对 象 的 数学 模 








型 , 主要 采用 时 域 法 、 频 域 法 及 根 轨迹 法 对 线 
古典 控制 理论 广泛 地 应 用 在 各 个 自动 化 领域 。 























代 控 制 理论 主要 研究 多 输入 多 输出 (Muiltiply 


岗 代 控制 理论 是 对 古典 控制 理论 的 进一步 发 展 ， 它 包括 线性 系统 理论 、 最 优 控制 、 现 
代 系 统 辨识 及 自 适 应 控制 等 多 个 分 支 。 对 现代 控制 理论 的 发 展 做 出 重大 贡献 的 包括 美国 由 
尔 曼 (Bellman) 的 动态 规划 ， 匈 牙 利 卡尔 曼 (Kalman) 的 滤波 、 能 控 性 与 能 观测 性 理论 。 现 








性 定常 系统 的 品质 及 稳定 性 进行 分 析 、 综合 ， 


Input Multiply Output，MIMO) 系 统 的 建 模 、 





分 析 和 综合 。MIMO 系统 是 以 状态 空间 法 为 理论 ， 以 状态 空间 模型 作为 受 控 对 象 的 数学 模 
型 ， 主 要 对 系统 的 能 控 性 、 能 观测 性 、 稳 定性 等 品质 进行 分 析 ， 必 要 时 对 系统 的 状态 空间 
进行 模型 变换 、 对 其 状态 结构 进行 分 解 ， 在 此 基础 土 ,采用 状态 反馈 对 系统 设计 
状态 观测 器 使 MIMO 多 变量 的 系统 品质 达到 最 佳 , 或 者 以 泛 函 、 变 分 法 为 理论 基础 , 采 
极 值 原理 、 动 态 规划 解 耦 控 制 对 系统 进行 最 优 控制 。 系 统 辨识 、 自 适应 控制 都 是 现代 控 
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制 理论 的 主要 研究 领域 。 现 代 控 制 理论 诞生 60 多 年 来 ， 不 论 在 理论 还 是 在 应 用 方面 一 直 
处 于 十 分 活跃 的 状态 ， 它 不 仅 在 航空 航天 领域 取得 了 惊人 的 成 就 ， 而 且 在 冶金 、 石 油 、 纺 
织 、 煤 炭 、 医 疗 等 自然 科学 和 社会 科学 领域 都 得 到 了 广泛 的 应 用 。 随 着 受 控 对 象 复杂 程度 
的 增加 ， 人 和 人们 对 控制 提出 了 更 高 的 要 求 ， 现 代 控 制 理论 也 面临 新 的 挑战 ， 并 因此 促进 了 智 








能 控制 的 崛起 与 发 展 。 智 能 控制 理论 的 主要 研究 对 象 则 是 复杂 系统 。 


























本 书 是 普通 高 等 教育 “十 一 五 ”国家 级 规划 教材 的 修订 版 ， 按 照 教育 部 自动 化 类 专业 
本 科教 学 大 纲 编著 ， 建 议 教学 学 时 为 50 学 时 。 本 书 的 五 位 编著 者 都 是 在 自动 化 专业 一 线 
从 事 教 学 多 年 ， 讲 授 “ 现 代 控 制 理论 ”课程 多 个 循环 的 教师 。 本 书 力图 内 容 全 面 ， 重 点 









































出 ， 讲 明基 本 概念 和 方法 ， 尽 量 减 少 烦琐 的 数学 公式 推导 ， 并 给 出 一 些 结合 工程 应 用 的 例 








题 和 结合 教学 内 容 的 开发 源 程序 。 全 书 共 分 为 8 章 : 前 5 章 线 性 系统 理论 ， 第 6 章 最 优 控 


制 ， 第 7 章 自 适应 控制 与 解 耦 控制 系统 ， 第 8 章 历 年 考研 真题 精 选 。 

















全 书 由 侯 媛 彬 教授 和 秸 启 春 教授 进行 统 稿 。 侯 姐 彬 编著 了 第 1 章 ( 除 第 1.5 节 的 部 分 
内 容 )， 修 订 了 第 4 章 和 第 5 章 ; 秘 启 春 编著 了 第 2 章 、 第 3 章 及 第 1.5 节 的 部 分 内 容 ; 杜 























京 义 编著 了 第 6 章 和 第 7 章 ( 除 第 7.6 节 和 第 


7.8 节 ); 咎 宏 洋 编著 了 第 8 章 ; 王 征 编著 了 





Gx 


第 7.6 节 和 第 7.8 节 ; 本 书 给 出 的 多 个 例题 仿真 视频 和 教学 视频 由 和 谷 宏 洋 和 王 征 共 同 制 
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第 人 章 


对 多 输入 多 输出 (MIMO) 系 统 的 建 模 分 析 常 用 状态 和 状态 空间 的 概念 ， 现 代 控 制 理论 
就 是 在 多 变量 的 状态 和 状态 空间 基础 上 发 展 起 来 的 ， 建 立 系统 的 状态 空间 模型 是 最 首要 的 
问题 。 因 此 本 章 首先 介绍 状态 空间 模型 表示 法 ， 包 括 状 态 空间 的 概念 和 状态 空间 模型 的 建 
立 ; 其 次 介绍 状态 空间 模型 的 图 示 法 ， 重 点 讨论 连续 系统 的 数学 模型 的 转换 ， 其 中 包括 从 
状态 方程 求解 系统 的 传递 函数 矩阵 ， 将 传递 函数 矩阵 转换 成 能 控 标 准 型 、 能 观测 标准 型 、 
对 角 标 准 型 或 约 当 标准 型 ， 然 后 是 离散 系统 的 传递 函数 矩阵 及 其 转换 ， 最 后 介绍 基于 
MATLAB 的 系统 数学 模型 转换 。 











1.1 状态 空间 模型 表示 法 


1.1.1 状态 空间 法 的 基本 概念 


实际 中 存在 输入 输出 关系 完全 不 同 的 两 类 系统 ;一 类 系统 是 只 要 给 定 输 入 信息 ， 则 可 
立即 获得 输出 信息 ;这 类 系统 输入 和 输出 之 间 的 关系 是 一 个 代数 方程 ， 例 如 各 种 比例 放大 
器 。 另 一 类 系统 的 输出 信息 在 确定 过 程 中 ;不仅 要 考虑 系统 施加 的 输入 信息 ， 还 必须 考虑 
系统 的 初始 条 件 ;_ 这 类 系统 输入 和 输出 之 间 的 关系 要 用 微分 方程 来 描述 。 例 如 ， 一 个 直流 
电源 wu) 和 电感 工 串联 的 电路 ， 当 接 通 电源 时 ， 电 路 的 微分 方程 由 式 (1.1) 给 出 

0 




















=u(?) (1.D) 
则 电路 输出 (电感 电流 )i(z) 和 输入 电压 xD -rn 即 
iD) = 了 | vodr+ 
= 人 vodr+ 了 vodr (12) 
= 工人 vodr 


式 中 ， 为 初始 时 刻 在 电感 工 中 流 过 的 电流 。 由 于 电感 是 储 能 元 件 ， 能 把 初始 时 刻 以 
前 的 输入 信息 以 磁 能 的 形式 储存 在 电感 线圈 中 ， 因 此 初始 电流 为 在 [ee,1] 时 间 区 间 的 
电流 i() 积分。 从 而 可 见 ， 对 于 诸如 这 类 含有 储 能 元 件 的 系统 ， 在 上 时 刻 的 输出 信息 不 但 
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依赖 于 [如 时 间 区 间 内 所 施加 给 系统 的 输入 信息 , 而 且 还 依赖 于 初始 时 刻 以 前 的 输入 信 
息 。 这 是 一 个 按 确定 规律 随时 间 演 化 的 系统 ， 称 之 为 动态 系统 。 由 于 动态 系统 的 理论 来 源 
于 古典 力学 ， 故 又 称 之 为 动力 学 系统 。 

引用 一 个 纯 动力 学 系统 的 例子 , 设 有 一 个 质量 为 m 的 质点 , 其 运动 方程 由 牛顿 第 二 定 
律 描述 为 式 (1.3)， 即 









































ma(D 三 大 DOD (1.3) 
或 
md 
dt 
则 质点 在 + 时 刻 的 速度 v(t) 和 施加 在 质点 上 的 力 f(1) 之 间 的 关系 由 式 (1.5) 表 示 为 


=f() (1.4) 








1 
v=], /Wdr+m (1.5) 
式 中 _m 一 一 质点 的 质量 ; 
a(0 一 一 质点 在 上 :时刻 的 加 速度 ; 
Ww 一 一 在 [-，t] 时 间 区 间 内 作用 在 质点 .mw 上 的 作用 力 所 产 生 的 初始 速度 。 
比较 式 (1.2) 和 式 (1.5)， 上 述 的 电感 电路 和 该 质点 的 动力 学 模型 具有 相同 的 输入 输出 关 
系 。 因此， 能 够 储存 输入 信息 量 的 系统 都 能 用 微分 方程 来 描述 ， 则 将 这 类 能 用 微分 方程 描 
述 的 系统 称 为 动态 系统 。 
所 谓 “动态 ”是 指 描 述 系 统 的 过 去 、 现 在 和 将 来 的 运动 情况 。 上 述 质 点 在 1 时 刻 的 位 
移 y(t) 可 由 式 (1.6) 来 描述 





md 
di 
如 果 令 mz=1， 位 移 y(1) 又 可 写成 式 (1.7)， 即 


=f(?) (1.6) 


yD) = p(t) + vt)t+ /OF =y (1.7) 


从 而 可 见 ， 若 要 确定 某 一 时 刻 的 位 移 y(t) ， 不 仅 要 给 定 作 用 力 f(t) ， 还 必须 了 解 质点 
初始 位 置 y(4) 和 初始 速度 v(t,) 。 也 就 是 说 ， 该 质点 每 一 时 刻 的 状态 ， 除 了 给 定 作 用 力 
外 ， 必 须 用 该 时 刻 的 位 置 和 速度 这 两 个 物理 量 才能 完全 描述 。 这 两 个 物理 量 就 是 能 够 完全 
描述 该 系统 运动 状态 的 一 组 变量 ， 这 一 变量 组 可 以 构成 一 个 二 维 空间 。 

下 面 介绍 有 关 状 态 空间 描述 的 “状态 ”“ 状 态 向 量 ”“ 状 态 空间 ” 几 个 基本 术语 。 
状态 : 动态 系统 的 状态 ， 是 指 能 完全 描述 系统 时 域 行为 的 一 个 最 小 变量 组 。 该 变量 组 
中 的 每 一 个 变量 被 称 为 状态 变量 。 所谓 的 完全 描述 , 是 指 若 给 定 了 时刻 这 组 变量 的 初 值 ， 
且 给 定 了 六 时 系统 的 输入 函数 , 则 该 系统 在 1 三 的 任何 时 刻 的 行为 就 可 以 完全 确定 了 。 
所 谓 最 小 变量 组 ， 是 指 变量 组 中 的 每 个 变量 都 是 相互 独立 的 。 

状态 向 量 : 若 一 个 系统 有 n 个 状态 变量 ， 即 x%(),x,(D)…,x,(t) ， 用 这 个 状态 变量 作 
为 分 量 构成 的 列 向 量 x(D) ， 称 为 该 系统 的 状态 向 量 ， 即 
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=[%() wD) … OF (1.8) 


x() 
x(D) 


EY 
XD 

状态 空间 : 状态 向 量 x() 的 所 有 可 能 值 的 集合 在 几何 学 上 称 为 状态 空间 。 或 者 说 

X(t) 轴 、%(D) 轴 … x (0) 轴 所 组 成 的 维 空间 称 为 状态 空间 。 
状态 空间 中 的 每 一 个 点 ， 对 应 于 系统 的 某 一 特定 状态 。 反 过 来 ， 系 统 在 任意 时 刻 的 状 
态 都 可 用 状态 空间 中 的 一 个 点 来 表示 。 显 然 ， 系 统 在 不 同时 刻下 的 状态 ， 可 用 状态 空间 
中 的 一 条 轨迹 表示 。 轨 迹 的 形状 ， 完 全 由 系统 在 ,时刻 的 初 态 x(t,) 和 +> 时 的 输入 函数 
以 及 系统 本 身 的 动力 学 特性 所 决定 。 在 古典 理论 中 所 讨论 的 相 平 面 就 是 一 个 特殊 的 二 维 
空间 。 


1.1.2 ”状态 空间 模型 的 一 般 形式 


在 现代 控制 理论 中 ， 状 态 空间 模型 所 能 描述 的 系统 可 以 是 单 输入 单 输出 (SISO) 的 ， 也 
可 以 是 多 输入 多 输出 (MIMO) 的 。 状 态 空间 表达 式 是 一 种 采用 状态 描述 系统 动态 行为 (动态 
特性 ) 的 时 域 数学 模型 ， 它 包含 状态 方程 和 输出 方程 。 状 态 方程 是 一 个 一 阶 向 量 微分 方程 ， 
输出 方程 是 一 个 向 量 代数 变换 方程 。 
设 描述 某 一 动态 系统 的 一 个 状态 向 量 x(n) =[%， 避 ， 避 ”… %] (这 里 为 矩阵 的 转 
置 )， 如 图 1.1 所 示 。 显 然 ， 该 系统 是 1 阶 系 统 ， 若 系统 有 训 个 输入 uw,4…,u,， 有 pp 个 输 
出 区 2 ， 且 分 别 记 zD = Ww 导 ,J 和 y()=|y 2 及 六 | ， 
则 系统 的 状态 空间 模型 的 一 般 形 式 为 
xD 三 7Cx(ODue(D,D (1.9) 
p(t) = PX), n(n),t) (1.10) 


式 中 ，f()=[f， 万 大 … _/] 是 n 维 向 量 函 数 ，w() 是 p 维 向 量 函 数 。 式 (1.9) 是 一 阶 
向 量 微分 方程 ,也 可 以 看 作 由 个 一 阶 微分 方程 所 构成 的 方程 组 ,， 称 为 系统 的 状态 方程 
式 (1.10) 是 一 个 代数 方程 ， 表 示 系 统 的 输出 量 和 输入 量 以 及 状态 变量 之 间 的 关系 ， 称 为 系 
统 的 输出 方程 ， 或 称 为 观测 方程 。 这 两 个 方程 总 称 为 系统 的 状态 空间 表达 式 。 

























































































图 1.1 系统 表示 


如 果 状 态 空间 表达 式 所 描述 的 系统 是 线性 的 ， 则 式 (1.9) 和 式 (1.10) 可 以 写成 
xX(D) = 4(Dx(D) 十 BCDu(D) 
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py(D)= C(x() + Du() (1.12) 
式 中 ,ueER”",xER”,yER”，A(1)、B(1)、C(t)、D(1) 分别 为 nxn 维 状态 矩阵 、nxm 维 
输入 矩阵 、p xn 维 输出 矩阵 和 pxm 维 传递 算 阵 。 其 元 素 都 是 时 间 1 的 函数 。 因此, 式 (1.11) 
和 式 (1.12) 所 描述 的 系统 是 线性 时 变 系统 。 如 果 这 些 矩 阵 的 所 有 元 素 都 是 与 上 无 关 的 常数 ， 
则 称 为 时 不 变 系统 或 线性 定常 系统 。 线 性 定常 系统 的 状态 空间 模型 由 式 (1.13) 和 式 (1.14) 
给 出 ， 即 
xX(D) = Ax(D) + Bu(n) (1.13) 
py(D) = Cx() + Du(it) (1.14) 
在 实际 中 , 通常 n> m ,传递 矩阵 DD 常 为 零 ; 时 间 变量 w(t)、x(t) 和 y(n) 可 以 简写 成 、 
广 和 y， 因 此 ， 线 性 定常 系统 可 用 (4, B,C) 表 示 ， 也 可 简写 成 式 (1.15) 的 形式 ， 即 
X= Ax+Bu 
y=Cx 
如 果 是 SISO 线性 定常 系统 ， 可 以 用 (4,b,c) 表示 , b 为 mx1 维 输入 矩阵 ，e 为 1xn 维 
输出 矩阵 。 


1.1.3 ”状态 空间 模型 的 建立 


要 建立 状态 空间 表达 式 ， 首 要 问题 是 选取 状态 变量 , ,状态 变量 一 定 要 是 系统 中 相互 独 
立 的 变量 。 对 于 同一 系统 ， 选 取 的 状态 变量 不 同 ， 所 建立 的 状态 空间 表达 式 也 不 同 ， 通 常 
选取 状态 变量 采取 以 下 三 种 途径 。 

(1) 选择 系统 中 独立 储 能 元 件 的 输出 物理 量 作为 状态 变量 ， 然 后 根据 系统 的 结构 用 物 
理 定律 列 写 出 状态 方程 

(2) 选择 系统 的 输出 及 其 各 阶 导 数 作为 状态 变量 。 

(3) 选择 能 使 状态 方程 成 为 某 种 标准 形式 的 变量 作为 状态 变量 。 

一 般 常见 的 实际 工程 控制 系统 ， 按 其 能 量 属性 可 分 为 电气 (包括 电网 络 、 电 机 等 )、 机 
械 、 液 压 、 热 力学 等 ， 根 据 其 物理 定理 ， 如 基 尔 翟 夫 定律 、 牛 顿 定律 、 能 量 守恒 定律 等 ， 
可 以 建立 系统 的 状态 方程 ， 当 指定 系统 输出 后 ， 便 可 方便 地 写 出 系统 的 输出 方程 。 另 外 ， 
既然 动态 系统 是 一 个 储存 输入 信息 的 系统 ， 则 根据 系统 中 储 能 元 件 及 其 相应 的 能 量 方程 也 
能 方便 地 建立 起 状态 方程 。 

状态 变量 的 选取 直接 影响 系统 状态 空间 表达 式 的 形式 。 不 同 物理 性 质 的 两 个 系统 ， 可 
能 得 到 同 维 数 的 、 形 式 相似 的 状态 空间 表达 式 ; 而 同一 系统 由 于 选择 状态 变量 不 同 ， 会 得 
到 形式 完全 不 同 的 状态 空间 表达 式 。 

这 里 先 讨论 选择 系统 中 储 能 元 件 的 输出 物理 量 作为 状态 变量 的 方法 。 为 了 便于 理解 ， 
将 常见 的 主要 储 能 元 件 及 其 能 量 方程 列 于 表 1-1。 


(1.15) 









































物理 变量 
























1 | 电 电容 C 的 电压 4 

2 | 电感 电感 的 电流 i 

3 | 质量 M 质量 M 的 位 移 速度 v 
4 | 转动 惯量 7 旋转 角速度 @ 

5 E 位 移 y 





下 面 举例 讨论 系统 状态 方程 的 建立 。 





[ 例 1. 们 如 图 1.2 所 示 的 RLC 电路 ， 试 以 电压 zx 为 输入 ， 以 电容 C 上 的 电压 u 为 输出 变 
量 ， 列 写 其 状态 空间 表达 式 。 











NW YYYWY 
4 5 c= uc 
让 
1 1y 
R, 
0 
图 二 2 -RLC 电路 


[ 解 ] 图 1.2 所 示 电 路 的 储 能 元 件 有 电感 I、L, 和 电容 (G。 根据 基 尔 霍 夫 定 律 列 写 电路 
方程 : 
di 
dr 


网 的 十 RE 一 Ri 十 RD 二 xc =0 
1 


A 


+Ri—Ri,=u 


ee 
dt 


考虑 到 i 、i、uc 这 三 个 变量 是 独立 的 ， 故 可 确定 为 系统 的 状态 变量 。 经 整理 ， 上 式 
变 为 





di 加 本 | 
te, hee 
”和 
Rt 
i 
i 
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现在 令 状态 =i 、 轧 =、 忆 二 Uc， 将 上 式 写成 矩阵 形式 即 为 状态 方程 : 





0 
& 2 Iv 
于 前 面 已 指出 电容 上 的 电压 为 输出 变量 ， 故 系统 的 输出 方程 为 

















=[0 0 中 > 
加 
由 此 可 见 ， 该 电路 的 系统 矩阵 、 控 制 (输入 ) 和 矩阵 、 输 出 矩阵 分 别 为 
RR BR , 1 
L 六 





了 及 1 gel \, c=lo o ] 
二 到 友 0 


0 = 二 0 
C 0 


显然 ， 图 1.2 所 示 的 RLC 电路 是 一 个 单 输入 单 输 出 (SISO) 网 络 。 此 时 ， 输 入 矩阵 为 列 
向 量 、 输 出 矩阵 为 行 向 量 。x% 2 、 国 分别 为 电路 中 的 认 、uc ， 由 它们 确定 电路 的 内 
部 状态 。 状 态 方程 式 的 二 个 解 x(1) 、x,(1) 、 乓 (0 就 确定 了 电路 的 一 个 动态 过 程 。 由 此 可 
见 , 向 量 x=[ 大 完全 描述 了 该 电路 内 部 状态 , 故 称 之 为 该 电路 的 状态 向 量 , 称 x、 
、 丸 为 状态 变量 ,由 于 状态 方程 是 一 阶 微分 方程 组 ， 并且 该 方程 组 的 解 由 状态 的 初始 值 
6)、 基 6) w( 拘 )( 即 6)、 志 (6)、wc(w) ) 和 外 部 输入 uw 所 唯一 确定 。 换 句 话说 ， 电 
路 的 动态 过 程 由 状态 的 初始 值 和 外 加 输入 唯一 确定 。 另 外 ， 在 本 例 中 有 三 个 储 能 元 件 ， 其 
中 两 个 电感 ， 一 个 电容 ， 且 这 三 个 储 能 元 件 相 互 独立 ， 因 此 ， 该 电路 的 状态 变量 的 维 数 正 
好 等 于 独立 储 能 元 件 的 个 数 。 
























































[ 例 1.2] 图 1.3(a) 是 一 个 机 械 阻 尼 运 动 模型 ， 在 系统 中 Mi 和 M 是 物体 的 质量 ; 石和 恕 是 

弹 答 的 劲 度 系数 ，Bi 和 B, 是 恭 性 摩擦 系数 ，f 是 施加 在 系统 上 的 外 力 ，y1 和 ys 分 别 表示 

两 个 质量 块 离开 平衡 点 的 位 移 。 要 求 写 出 系统 以 了 输入 ， 以 yi 和 yy 为 输出 的 状态 空间 表 
达 式 。 

[ 解 ] 在 图 1.3(a) 中 ， 弹 簧 石 、 刀 和 质量 志 Mi、M 是 储 能 元 件 ， 将 弹簧 的 伸 长 度 即 质 
量 块 的 位 移 yy、ys 和 质量 块 的 位 移 速 度 v = 总、v = 力 选 作 状 态 变量 。 由 于 这 四 个 状态 变 
量 是 相互 独立 的 ， 因 此 ， 可 以 确定 为 能 描述 系统 时 域 行为 的 一 组 最 小 的 变量 组 。 为 了 便于 
列 写 系统 的 运动 方程 式 ， 先 画 出 系统 的 隔离 体 分 解 图 ， 如 图 1.3(b) 所 示 。 根 据 牛顿 第 二 
定律 ， 有 










































































Ma=f—/f. 
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后 中 PP 人 ts, 



































Jp 
M )* 
二 于 Y BCn oO) 
hs ki(p 下 4 Bi(v-r) 
Mi 由 M, 
Ff 上 
(a) 示意 图 (b) 隔离 体 分 解 图 


图 1.3 机械 阻尼 运动 模型 
式 中 ，M 是 质量 ，a 是 加 速度 ，f 是 施加 在 质量 块 上 的 外 为 a 从 图 1.3(b) 可 知 ， 对 于 质量 块 
Ml 而 言 ， 弹 稀 产生 的 阻力 为 (y, 一 上 y)， 犁 性 摩擦 系数 B 产生 的 阻力 为 B(v 一 v); 对 于 
质量 块 M2 而 言 , 弹簧 丘 产 生 的 力 乒 0 一 六 ) 为 拉力 ， 恭 性 摩擦 系数 B1 产 生 的 力 BY 一 v) 
也 为 拉力 ,而 弹 壬 厂 产 生 的 力 y, 是 阻力 ， Bs 产生 的 力 B,v, 也 是 阻力 。 据 此 可 以 分 别 写 出 
关于 质量 块 Mi 和 M, 位 移 时 力 的 平衡 方程 式 为 


d 
MI = hh) -Bs) 





dv 
dt 

令 状 态 变量 三 Yi 鸭 = 二 有 ， 加 二 蕴 二 W 和 % = 二 力 二 W，U= 二 ff ， 经 整理 可 得 该 机 械 
阻尼 运动 系统 的 状态 方程 为 


M 三 (3 一) 二 BOY») -hy, — B,v, 

















加 三 加 
六 三 为 
1 帮 B B 
pe he hr 十 
和 M, M, 1 
二 = 着 和 B S 汪汪 
M. M, M, M, 
写成 矩阵 形式 
0 0 0 
0 
为 0 0 0 1 El 
0 
六 Ah A B B x 
Ss 于 | 二 | 客 
» M, al M, al 为 M. 
六 hh ktkh B B+B,ls 让 
M, Ad M, M 
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原 题 已 规定 yi( 即 _) 和 yy( 即 x) 为 系统 的 输出 ， 则 系统 的 输出 方程 可 写成 


1 
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pa 
» 











元 
0 0 0 
1 0 0 


总 
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Xa 





例 1.2 是 一 个 单 输入 ( 即 m=1)、 二 输出 ( 即 p=2) 的 含有 四 个 状态 变量 ( 即 n=4) 的 系统 ， 
输入 矩阵 B 为 x m=4x1 维 ， 系 数 和 矩阵 4 为 nxn=4x4 维 ， 输 出 矩阵 C 为 pxn=2x4 维 。 
但 要 注意 ， 该 系统 的 状态 变量 的 排序 并 非 唯 一 ， 如 果 选 择 司 王 儿 ， 交 三 访 王 首 ， 症 一 芒 ， 
h 二 加 二 WW， 则 系统 的 4、B、C 和 阵 的 元 素 会 发 生变 化 ， 但 由 于 系统 的 输入 、 输 出 和 状 


态 变量 的 个 数 ( 即 m=1、p=2 和 n=4) 未 变 ， 


因此 4、B、C 矩阵 的 维 数 不 会 变 。 





[ 例 1.3] 直流 电机 系统 如 图 1.4 所 示 ， 其 中 M 为 直流 电动 机 ，./ 为 转动 惯量 ，R 和 工分 别 
为 电机 电 枢 回路 的 等 效 电 阻 和 电感 ，B 为 摩擦 系数 * 若 以 电 枢 电压 为 输入 ， 分 三 步 分别 
选择 不 同 状态 变量 ， 并 以 电机 角速度 w 为 输出 以 转 矩 了 为 输出 、 以 电 枢 电 流 守 同时 以 旋 
转速 度 n 为 输出 ， 建 立 系 统 的 状态 空间 表达 式 。 




















1.4 直流 电机 系统 示意 图 


[ 解 ] (1); 根据 回路 电压 法 列 写 电机 电 枢 回路 方程 式 、 根 据 牛 顿 第 二 定律 列 写 运动 平 


衡 方程 式 ， 即 如 下 一 组 微分 方程 式 


四 
dt 

jE 
dt 





式 中 ， 反 电势 e= Ca = Ko ， 转 矩 了 = Ci。 其 中 ,nn 为 电机 旋转 速度 ，ww 为 角速度 ，C, 





和 天 .分 别 是 电势 时 间 常 数 和 其 对 应 的 
为 一 六 加 一 0， 则 从 上 式 可 得 系统 的 状态 


常数 ，C, 为 转 矩 时 间 常 数 。 选 择 状 态 变量 
方程 


2 R 天 。 1 
为 一 一 一 为 一 一 入 十 一 2 
了 工 L 
es B 
pe 








| 第 1 章 状态 空间 模型 





写成 矩阵 形式 , 再 写 出 以 角速度 w 为 输出 的 输出 方程 , 从 而 得 到 系统 的 状态 空间 表达 式 


























本 1 
五 L A | LY WY ea 
= 才 | 到 大 5 =|0 1 
sl lc Bleltle »=[ | (1.16) 
于 了 





(2) 写 出 以 电 枢 电 压 为 输入 ， 选 取 转 逢 7 和 角速度 w 为 状态 变量 ， 以 转 抢 7 为 输出 
的 状态 空间 表达 式 。 由 于 T= C,i， 从 上 述 解 所 列 的 一 组 微分 方程 式 可 得 


过 +K.0=u 
GG 心 


m 

















7 
dt 


选择 状态 变量 =， =w ， 则 可 得 到 状态 空间 表达 式 














y=[l 中 | (1.17) 








(3) 列 写 电 枢 电压 x 为 输入 ,以 电 框 电流 i 和 旋转 速度 in 为 输出 的 状态 空间 表达 式 。 
于 n==60w/(27) = 9.55w ,可 得 


J J La v=me -2 
dt 9.55 dt gl\2 




















式 中 ，m 为 一 个 旋转 体 上 的 一 个 质量 块 的 质量 ， 质 量 m 为 该 质量 块 的 重力 G 和 重力 加 速 
度 g 之 比 ，R 和 D 分别 为 旋转 体 的 半径 和 直径 ， 综 合 上 两 式 可 推 得 
jlo__ GxD’ dn_GD’dn 
dt 9.55x9.8x4dt 375 dt 
从 而 可 得 到 电机 电 枢 回路 电压 平衡 和 电机 运动 平衡 的 一 组 微分 方程 式 


Cn 
dt 














GD’ dn 























375 a 
式 中 ， 摩 擦 系数 K, = B19.55 。 选 择 状态 变量 x =i， =n， 则 系统 的 状态 空间 表达 式 为 
R 、 
a_i 2 人 > 1 ol 
| |375C, 375K, 四 ol 5 中 (1.18) 
2 GD 








GD 
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比较 式 (1.16)、 式 (1.17) 和 式 (1.18), 都 是 以 电 枢 电压 x 为 输入 的 同一 系统 ， 由 于 选择 的 
状态 变量 和 输出 变量 不 同 ， 得 到 了 三 种 不 同 的 状态 空间 表达 式 。 而 这 三 种 不 同 的 状态 空间 
表达 式 分 别 描述 了 系统 的 物理 变量 u、i、w 之 间 ， 物 理 变 量 u、T.、w 之 间 ， 物 理 变 量 
u、i、 nn 之 间 的 内 部 关系 。 

以 上 三 例 是 结构 和 参数 已 知 的 系统 建立 状态 空间 表达 式 空 间 模型 的 方法 。 对 结构 和 参 
数 未 知 的 系统 ， 通 常 通过 辨识 的 途径 确定 其 数学 模型 ， 读 者 可 参考 有 关 辨 识 的 书籍 。 




















1.2 ”状态 空间 模型 的 图 示 法 


在 状态 空间 分 析 中 ， 可 以 用 状态 结构 图 或 采用 模拟 机 的 模拟 结构 图 来 表示 系统 各 个 状 
态 变量 之 间 的 信息 传递 关系 ， 如 同 在 古典 控制 理论 中 的 传递 函数 可 以 用 方 框图 来 表示 
样 ， 具 有 清晰 、 直 观 的 特点 。 这 里 先 给 出 状态 结构 图 基本 元 件 的 表示 符号 ， 如 图 1.5 所 示 。 
基本 元 件 的 表示 符号 包括 积分 器 、 加 法 器 和 比例 器 。 






























































X(t) xD) XD (0) 蘑 Kx 
= | ei | 
(a) 积分 器 (b)- 加 法 器 (c) 比例 器 


图 1.5、 状 态 结构 图 基本 元 件 的 表示 符号 
系统 状态 空间 表达 式 的 结构 图 绘制 方法 是 : 先 按 系 统 状态 变量 的 个 数 绘 出 积分 器 ( 积 
分 器 的 数目 应 是 系统 状态 变量 的 个 数 )， 并 将 这 些 积分 器 放 在 适当 的 位 置 (每 个 积分 器 的 
输出 表示 相应 的 一 个 状态 变量 ， 应 标明 该 状态 变量 的 编号 ); 然后 根据 所 给 定 的 状态 方程 
和 输出 方程 绘 出 加 法 器 和 比例 器 ; 最 后 将 各 个 环节 用 有 向 箭头 连接 起 来 ， 便 可 表示 该 系 
统 的 状态 结构 图 : 
图 1.6 是 一 阶 标量 微分 方程 的 一 阶 系统 状态 结构 图 ， 其 状态 空间 表达 式 为 


X=ax+bu 


显然 ， 图 1.6 所 示 的 状态 结构 图 表示 单 输 入 单 输出 (SISO) 且 只 有 一 个 状态 变量 的 一 阶 
系统 。 同 理 ， 对 于 式 (1.13) 和 式 (1.14) 所 描述 的 多 输入 多 输出 (MIMO)、 多 变量 的 系统 ， 对 应 
的 状态 结构 图 如 图 1.7 所 示 。 


| 六 = -| | 村 
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图 1.6 SISO 一 阶 系统 状态 结构 图 
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图 1.7 MIMO 系统 状态 结构 图 


图 中 带 箭头 的 双 线 表示 向 量 信号 的 传递 通道 。 显 然 ， 图 1.6 所 示 SISO 一 阶 系统 结构 
图 是 MIMO 系统 状态 结构 图 1.7 的 一 种 特殊 形式 。 

单 输入 单 输出 线性 定常 系统 微分 方程 的 标准 形式 为 
yay + 二 a D+ay 
=bu™" +hu ++b, t+ bu 

与 式 (1.19) 对 应 的 传递 函数 写成 
co= bos” +bs”™ +…+b, is +b, (1.20) 
s" 二 Qs" 十-… 牛 Qs 十 a ' 
考虑 系统 实际 的 物理 意义 及 可 实现 性 ， 一 般 情况 下 ，n 宇 m。 当 n=m 时 ， 传 递 条 阵 DD 
是 一 个 常数 。 一 般 当 n=m 十 1 时 ， 传 递 甜 阵 力 是 一 个 零 和 矩阵 。 传 递 函 数 可 以 表示 任意 一 
个 真 分 式 传递 函数 ， 这 里 设 n=m 十 1 在 现代 控制 理论 中 ， 如 果 系 统 的 状态 空间 表达 是 某 
种 标准 型 (规范 型 )， 对 系统 的 分 析 就 更 简单 、 更 直观 。 常 见 的 标准 型 有 能 控 标准 型 、 能 观 
测 标准 型 、 对 角 标 准 型 和 约 当 标准 型 。 若 从 系统 的 传递 函数 直接 转换 成 某 种 标准 型 ， 则 称 
为 系统 某 种 标准 型 的 转换 (将 在 本 章 第 3 节 讨 论 ); 若 从 系统 的 状态 方程 转换 成 某 种 标准 
型 ， 要 通过 一 个 非 奇异 的 变换 矩阵 进行 状态 空间 变换 完成 ， 则 称 为 系统 某 种 标准 型 的 变换 
(将 在 第 3 章 讨论 )s- 下 面 先 分 别 给 出 这 4 种 标准 型 的 状态 空间 模型 及 其 状态 结构 图 。 
1. 能 控 标准 型 


式 (1.20) 的 状态 空间 表达 式 的 能 控 标 准 型 为 





















































(1.19) 








六 0 | 

总 ! 加 

: |=| : | Ta : |+| :| (1.21) 

ol i wl |o 

总 -a, 1 一 2- = 给 儿 志 1 
加 

y=[b, 7 bb (1.22) 

nl 
Xx 


式 (1.21) 中 ，_ ,为 n 一 1 阶 单位 矩阵 。 把 这 种 标准 型 中 的 4 系数 阵 称 为 友 阵 。 只 要 系 
统 状态 方程 的 系数 阵 4 和 输入 阵 b 具有 式 (1.21) 和 式 (1.22) 的 形式 ，c 阵 的 形式 可 以 任意 ， 称 
之 为 能 控 标准 型 ， 其 状态 结构 图 如 图 1.8 所 示 。 
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图 1.8 ”能 控 标准 型 的 状态 结构 图 
2. 能 观测 标准 型 
式 (1.20) 的 状态 空间 表达 式 的 能 观测 标准 型 为 


而 0 /0 Row | b, 

fa, 2 罗 ba 

. |= 本 2 ， | 

LN ! : 3 (1.23) 

高 1 -a wd Eb 

y=[0 .50 机 (1.24) 

nl 
芝 


式 (1.23) 中 ， 石 ,为 2 一 1 阶 单位 和 矩阵。 只 要 系统 状态 空间 表达 式 的 4 阵 和 e 阵 具有 
式 (1.23) 和 式 (1.24) 的 形式 ，b 阵 的 形式 可 以 任意 ， 则 称 之 为 能 观测 标准 型 ， 其 状态 结构 图 
如 图 1.9 所 示 。 




























































































图 1.9 能 观测 标准 型 的 状态 结构 图 
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从 上 述 可 见 ， 能 控 标准 型 和 能 观测 标准 型 的 系数 阵 4 互 为 转 置 ， 能 控 标 准 型 输入 阵 4 
和 能 观测 标准 型 输出 阵 c 互 为 转 置 ， 这 种 互 为 转 置 的 关系 称 为 对 偶 关 系 ， 将 在 第 3 章 进 一 
步 讨 论 。 

实际 上 ， 能 控 标 准 型 还 有 另外 一 种 结构 形式 ， 也 称 为 第 二 能 控 标 准 型 。 它 的 系数 阵 是 
式 (1.21) 中 4 的 转 置 ， 或 者 说 和 式 (1.23) 中 4 相同 ， 其 输入 阵 5=[L 0 0 … 0] ,其 e 
阵 要 用 确定 4 和 4b 相应 的 方法 来 确定 。 类似 地 ， 能 观测 标准 型 也 有 另外 一 种 结构 形式 ， 也 
称 为 第 二 能 观测 标准 型 ， 它 的 系数 阵 是 式 (1.23) 中 4 的 转 置 ， 或 者 说 和 式 (1.21) 中 4 相同 ， 
其 输出 阵 c=[L 0 0 … 0]， 其 5b 阵 要 用 确定 4 和 相应 的 方法 来 确定 。 

为 什么 上 述 的 状态 空间 表达 式 或 其 状态 结构 图 称 为 能 控 标 准 型 (能 观测 标准 型 )? 在 第 
3 章 学 习 能 控 性 (能 观测 性 ) 的 定义 及 其 能 控 性 (能 观测 性 ) 的 判别 之 后 就 会 有 更 深入 的 理解 。 

3. 对 角 标准 型 


如 果 式 (1.20) 的 特征 值 (极点 ) 是 互 异 的 值 , 那么 其 状态 空间 表达 式 可 以 写成 对 角 标 准 型 
的 形式 ， 即 





















































填 | 收 0 w | ~ 
已 六 | ll 
?|= 4 :十 |: (1.25) 
0 Lx) ll 
如 
四 
y=[6 © ** Wh (1.26) 
下 


式 中 ，4,1ss, 几 为 系统 互 蜡 的 特征 值 ;jci,6;,…,c, 为 对 应 特征 值 的 待定 系数 ， 对 角 标准 
型 的 系数 阵 4 Ne 主 对 角 线 上 的 元 素 为 互 异 0 特征 值 邦 ……, 为 外 ， 其 余 元 素 均 为 零 ( 大 
号 的 0 表示 多 个 元 素 为 )。 在 这 种 情况 ， 系统 的 状态 结构 图 如 图 1.10 所 示 。 


为 2 
























































图 1.10 ”对 角 标准 型 的 状态 结构 图 
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如 果 系 统 的 状态 方程 的 4 阵 是 对 角 阵 ， 表示 系统 的 各 个 变量 之 间 是 解 不 的 。 多 变量 的 
系统 解 而 是 复杂 系统 实现 精确 控制 的 关键 问题 。 


4. 约 当 标准 型 


当 式 (1.20) 的 特征 值 有 重 值 时 ， 为 了 简单 、 直 观 ， 假 设 系统 只 有 一 个 重 特征 值 ， 且 重 
数 为 了 次 ， 其 状态 空间 表达 式 可 以 写成 约 当 标准 型 ， 即 














为 1 1 0 : 六 
党 p> ; 元 0 
0 0 
X . x 1 
es He (127) 
ih hi 0 2 1 
> 0 ” 
07 4 1 
1 
xT 
四 x 
y=[o ouN Go :cn “Sm. (1.28) 
XH 
x 


上 述 约 当 标 准 型 的 状态 方程 式 (1.27) 中 的 系数 阵 4 的 主 对 角 线 上 有 两 块 子 阵 ， 其 中 ， 
上 边 的 子 阵 是 六 次 重 特征 值 对 应 的 约 当 块 ， 下 边 的 子 阵 是 互 异 的 特征 值 对 应 的 子 阵 ， 输 出 
方程 式 (1.28) 的 c 阵 中 ,c(i=1,2,…, 思 为 重 特征 值 和 1 所 对 应 的 待定 系数 ，c),1,c),,…,6, 为 
系统 中 互 异 的 特征 值 对 应 的 待定 系数 ， 其 具体 求法 将 在 本 章 第 3 节 举例 说 明 。 约 当 块 的 状 
态 结构 图 如 图 1.11 所 示 。 
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1.11 的 当 块 的 状态 结构 图 
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1.3 连续 系统 的 数学 模型 转换 


对 于 动态 系统 ， 高 阶 微分 方程 、 传 递 函 数 、 状 态 方程 表示 的 数学 模型 实际 上 是 对 系统 
动态 过 程 的 三 种 不 同 的 形式 的 描述 。 微 分 方程 和 传递 函数 是 古典 控制 理论 中 描述 系统 的 数 
学 模型 ， 它 们 对 事物 外 部 特征 进行 描述 ， 只 反映 系统 输入 输出 之 间 的 关系 ; 而 现代 控制 理 
论 采 用 的 状态 空间 描述 ， 可 以 深入 反映 系统 内 部 状态 之 间 的 关系 。 因 此 ， 两 者 之 间 存 在 内 
在 联系 ， 可 以 通过 适当 的 方法 进行 相互 转换 。 

本 节 首 先 讨论 系 统 的 状态 空间 表达 式 转换 成 传递 函数 矩阵 的 问题 ， 对 于 SISO 系统 ， 
传递 函数 矩阵 就 退化 成 传递 函数 ;然后 讨论 将 传递 函数 矩阵 转换 为 状态 空间 表达 式 的 方 
法 。 在 现代 控制 理论 中 ， 从 传递 函数 矩阵 转换 为 状态 空间 模型 ， 由 于 选择 状态 变量 方法 并 
非 唯一 ， 故 同一 个 系统 的 传递 函数 矩阵 可 能 转换 成 多 种 状态 空间 模型 。 因 此 ， 这 里 讨论 将 
传递 函数 矩阵 转换 成 能 控 标 准 型 、 能 观测 标准 型 、 对 角 标 准 型 和 约 当 标准 型 的 方法 。 


1.3.1 由 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 (和 矩阵 ) 


在 工程 设计 中 ， 一 个 系统 通常 要 用 多 种 方法 分 析 。 例 如 ， 把 现代 控制 理论 设计 的 系统 
用 古典 控制 理论 的 方法 进行 分 析 或 验证 而 传递 函数 又 是 古典 控制 理论 中 主要 的 数学 模型 
之 一 ， 这 就 提出 了 把 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 矩阵 的 问题 。 

线性 定常 系统 的 状态 空间 表达 式 包括 状态 方程 和 输出 方程 ， 即 式 (1.13) 和 式 (1.14)。 可 
简写 成 式 (1.29) 的 形式 ， 即 


























Ae 
(1.29) 


y=Cr+Du 

式 中 ，u、x、y 分 别 为 m 维 、n 维 和 维 向 量 在 式 (1.29) 中 ， 上 式 为 状态 方程 ， 下 式 为 输 

出 方程 。 状态 空间 表达 式 实际 上 是 对 MIMO 系统 的 时 域 描述 , 而 传递 函数 和 矩阵 则 是 对 系统 

的 频 域 描述 ， 把 时 域 的 数学 模型 转换 成 频 域 的 数学 模型 ， 其 基本 方法 是 在 零 初 始 条 件 下 取 

拉 氏 变换 。 因 此 ， 对 式 (1.29) 在 零 初 始 条 件 下 取 拉 氏 变 换 ， 则 有 
I = AX(s)+ BU(s) 

















Y(s)= CX(s) + DUGs) (30) 

由 式 (1.30) 状 态 方程 的 拉 氏 变换 式 ， 得 
SX(s)— AX(s)=(sT — AX(s)=+BU(s) (30 

上 式 两 边 左 乘 以 逆 矩 阵 [sT 一 4]"'， 有 
X(s)=(sT— A)'BU(s) (1.32) 


巴 式 (1.32) 代 入 式 (1.30) 输 出 方程 的 拉 氏 变换 式 ， 得 

Y(s)=C(sI— A)'BU(s)+ DU(s) 

按照 传递 函数 的 定义 ， 从 上 式 可 直接 写 出 MIMO 系统 的 传递 函数 矩阵 ， 即 
Y(s)=[C(sI— A)"'B+ DIU(s) (1.33) 
在 工程 实际 中 ， 对 SISO 系统 的 传递 函数 式 (1.20)， 一 般 情况 下 n 宇 m， 对 MIMO 系统 

















也 不 例外 。 当 n= 时， 系统 的 传递 函数 矩阵 为 式 (1.33); 而 当 n>m 时， 传递 箱 阵 D=0， 


系统 的 传递 函数 矩阵 由 式 (1.34) 来 表达 ， 即 
G(s)=C(sI—- A)'B=C 





adij(sT — A) 


(sT— A) 








det(sT — A) 


表示 伴随 矩阵 。 


| 一 才 


(1.34) 


式 中 ,“det” 为 求 行列 式 的 多 项 式 ，|sT 一 4| 是 4 阵 的 特征 多 项 式 ,“adj” 和 上 标 “*” 均 


















































i] [0 1 olxl [1 
六 |=|0 0 1lx|+|3 |u 
| |-4 -3 -2llx| |-6 

六 
?=[L 0 Ollx, 
2 
[ 解 ] 根据 式 (1.34)， 可 得 
GW)=CGI_ A B=C -YD 
ls 一 4 
s -1 0 
0 s 1 
4 3,342 
=[l 
0 0 oo 
-6 
0 7 1 
4 3 s+2| 











[ 例 1.4] 已 知 SISO 系统 的 状态 空间 表达 式 如 下 所 示 ， 试 求 其 传递 函数 矩阵 。 


_[G:+2s+3 (+2) th 3 -6 





5 十 282 十 38 十 4 
加 S 十 5s 十 3 
中 十 28 十 35 十 4 











[ 例 1.5] 已 知 MIMO 系统 的 状态 空间 表达 式 如 下 所 示 ， 试 求 其 传递 函数 矩阵 。 
x] [0 1 olx| fl 0 
, uu 
|=| 0 0 1 all2 =] 
| |-6 -1 -ds lo 2 
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[ 解 ] 根据 式 (1.34)， 可 得 




































































s 一 1 0 
0 s 一 1 
_ 1—A) 1 -1 0]l6 11 s+6 
= -B= B= 2 -1 
SH) ls7-4| 2 1 -lj -1 0 
0 s 一 1 
6 11 s+60l 
s+6s+1ll s+6 1 0 
ey i 一 | = 一 6 s(s+6) sll2 -1 
+6s i. 
$6 hill -6s -lls-6 oo 2 
2 十 65 十 17 ?+5s—6 D 1" 
G3) =— 1 机 十 6 +5s—6) C= 2 _1 
3 十 6s 十 11s 十 6|2s 十 18s 十 16 s 十 19s FI18 “—(s 一 5 一 2) 0 2 
co= L —s*—4s5+29 Js F3s=4 | [a 8 
Ss’+6s*+1lls+6|4s: +56s 十 52、 38 一 175 一 14| |g» g» 
式 中 , 该 系统 的 传递 函数 矩阵 包括 四 个 元 素 ; 它们 均 是 s 的 有 理 真 分 式 , 即 gga,gnvgn， 
它们 代表 MIMO 系统 的 子 系统 的 传递 函数 ， 如 图 1.12 所 示 。 
国 和 31 昌 
> EN 
> 一 本 
一 一 上 | 387 
u. 力 
和 和 | 2» - 




















图 1.12 MIMO 系统 示意 图 

从 而 可 见 ， 该 系统 的 传递 函数 矩阵 具有 两 行 两 列 ， 这 是 因为 所 给 的 系统 是 二 输入 二 输 
出 , 即 m=2,p==2。 所 以 ， 系统 的 传递 函数 矩阵 G(s) 的 维 数 为 pxm 维 ， 即 其 行 数 是 系统 
输出 的 维 数 ， 其 列 数 是 系统 输入 的 维 数 。 
图 1.12 中 ，g, 下 标 中 的 i 表示 该 系统 输出 向 量 的 下 标 ,j 表示 系统 输入 向 量 的 下 标 ， 
下 面 举 例 说 明 。 

当 w =0， 以 uw, 为 输入 以 yb 为 输出 时 ， 子 系统 的 传递 函数 为 
_ 1(s) s+3s—4 
ww(s) s+6s +1lls+6 
当 w =0， 以 为 输入 以 y, 为 输出 时 ， 子 系统 的 传递 函数 为 
JP) 4s’ 十 56s 十 52 
u(s) s+6s: +lls+6 
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依 此 类 推 ， 可 方便 地 写 出 子 系统 的 传递 函数 g = 3(s)Ju(s) 和 g,, 一 芒 (sj 人 s) 。 
该 系统 的 传递 函数 矩阵 还 可 以 写成 


-1 1 3 
Ss 
= 





4 56 —17 
s+6s’ +lls+6 


$2 =14 








.区划 


G(s)= 








显然 ，MIMO 系统 的 这 种 表述 形式 和 SISO 系统 的 传递 函数 相 类 似 ， 其 区 别 仅 在 于 分 
子 多 项 式 的 系数 是 px m 矩阵， 而 不 是 标量 。 


1.3.2 传递 函数 (和 矩阵) 转换 为 状态 空间 模型 
下 面 分 别 讨论 系统 传递 函数 矩阵 到 能 控 标准 型 、 能 观测 标准 型 、 对 角 标 准 型 和 约 当 标 
1. 能 控 标准 型 的 转换 


对 于 SISO 系统 ， 传 递 函 数 矩 阵 退化 成 传递 函数 。 要 把 SISO 系统 的 传递 函数 式 (1.20) 
的 形式 转换 成 式 (1.21) 和 式 (1.22) 能 控 标 准 性 的 状态 空间 模型 ， 其 中 





0 ! 0 
| 
| 3 NT a 
| oY 元 |0 (1.35) 
= > 
a, | -aq, = 1 


是 能 控 对 (4，b)， 这 种 形式 的 4 阵 称 为 友 阵 。 由 于 系统 是 SISO， 输 入 矩阵 B 只 有 一 列 ， 
因此 可 以 写成 bp， 输出 矩阵 C 只 有 一 行 , 因此 也 可 以 写成 ce;1 上 述 4 阵 是 nxn 方 阵 ，n 是 
传递 函数 的 分 母 阶 数 ;A4 阵 的 最 后 一 行 元 素 正好 是 传递 函数 式 (1.20) 分 母 所 对 应 的 系数 a ， 
只 不 过 均 相 差 记 个 负 号 ，A4 阵 的 次 对 角 线 的 元 素 均 为 1， 其 余 为 零 ， 这 是 n 一 1 阶 单位 矩阵 
了 1 的 形式 ; 而 5b 阵 是 一 个 列 向 量 ， 最 后 一 个 元 素 为 1， 其 余 为 零 。 正 是 b 阵 中 唯一 的 1 
对 应 友 阵 4 的 这 种 能 控 对 (4, 5b) 形 式 , 才 使 得 输入 信号 u 能 对 系统 的 每 一 个 状态 进行 控制 ， 
因此 称 其 为 能 控 标准 型 。 

下 面 讨论 能 控 标准 型 的 转换 方法 。 为 了 得 到 能 控 对 (4，b)， 对 于 传递 函数 式 (1.20)， 应 
按 下 列 规律 选择 状态 变量 ， 即 设 % = y,x, 三 六 三) ， 于 是 有 
_Y(s) _Y(s) 2Z(s) _ bos” +bs” +...+b, s+b, 





























G(s)= = = 
加 U(s) ZGC) U(s) ss" 十 08 十 1 十 029 
设 
ZG) 1 
U(s) +as 二 0 十 人 4137) 
Y(s) =b,s” 二 DSS 二 (1.38) 





U(s) 
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即 
U(s)=(bs" +as™ ++a, s+a,)Z(s) (1.39) 
Y(s)=(s" +Ds +..+b, 1s+b,)Z(s) (1.40) 
按 下 列 规 律 选择 状态 变量 ， 设 x =z,x, = 志 …,x, =z"” ?， 考 虑 式 (1.39)， 于 是 有 
高 = 蕊 
和 (1.41) 
A 二 


把 式 (1.41) 写 成 矩阵 形式 ， 便 可 得 到 能 控 标 准 型 的 状态 方程 式 (1.21)， 换 句 话 说 ， 直 接 得 到 
了 系统 能 控 标准 型 状态 方程 的 系数 阵 4 和 输入 阵 b， 即 式 (1.35) 的 能 控 对 。 现 在 的 问题 就 
是 设法 求 出 满足 上 述 关 系 的 输出 矩阵 e 。 
对 式 (1.40) 取 拉 氏 反 变换 ， 则 
p=b2" +h2" ++ bs+b, 7 (1.42) 
由 于 式 (1.20) 在 写成 能 控 标准 型 式 (1.21) 和 式 (1.22D) 时 ; 设 n=m+1， 考 虑 到 状态 变量 的 选取 
方式 ， 则 有 





y=box, BXAL t+ b,x + b,x (1.43) 
写成 矩阵 形式 ， 便 得 到 系统 能 控 标 准 型 的 输出 方程 式 (1.22)。 

可 见 ， 式 (1.410) 和 式 (1.33) 完 全 描述 了 由 传递 函数 式 (1:20) 所 表示 的 系统 。 这 一 组 能 反映 
系统 状态 之 间 关 系 和 输出 变量 的 方程 ， 也 可 以 直接 从 能 控 标 准 型 图 1.8 的 结构 图 写 出 。 把 
式 (1.40) 和 式 (1.43) 写 成 矩阵 形式 ， 则 可 得 系统 能 控 标 准 型 式 (1.21) 和 式 (1.22)。 

对 于 系统 的 输入 函数 中 不 含 & 的 导数 的 特殊 情况 ， 或 者 说 传递 函数 式 中 不 含 零 点 时 ， 
则 式 (1.20) 变 成 

b 


a (1.44) 


G(s) = 
3 +as 十 … 十 0_IS 十 0 





能 控 标 准 型 4 阵 、b 阵 不 变 ， 并 与 式 (1.35) 相 同 ， 但 < 阵 变 成 
c=[b, 0 … 0] (1.45) 
在 需要 对 实际 系统 进行 数学 模型 转换 时 ， 只 要 把 微分 方程 或 传递 函数 转换 成 式 (1.19) 
或 式 (1.20) 的 标准 形式 , 不 必 进 行 计算 就 可 以 方便 地 根据 式 (1.21) 和 式 (1.22) 一 一 对 应 写 出 状 
态 空间 模型 的 4、b、c 矩阵 的 所 有 元 素 。 








[ 例 1.6] 已 知 SISO 系统 的 传递 函数 如 下 ， 试 求 系统 的 能 控 标准 型 状态 空间 模型 。 
Y(s) _ 3 十 8s 
Ul(s) 3 十 382 十 25 十 4 
[ 解 ] 先 将 已 知 传递 函数 转换 成 如 式 (1.20) 的 标准 形式 
7(s) _ 8s 十 3 
U(s) 时 二 332 十 25 十 4 
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从 而 可 得 


汶 关 3 而 三 2 ,的 二 过 
b=0 = =3 


根据 式 (1.21) 和 式 (1.22)， 可 直接 得 到 系统 进行 能 控 标准 型 的 转换 ， 即 












































5 [fo 1 ol ro 1 ol fo 
沪 | 苹 | 办 0 1 | 六 | 十 0lz=|0 0 1lx,l+lOlu 
为 | | -a =allx 1 -4 =2 =3|x| |1 
| 1 
p=[b, b bllxl=[3 8 Ox, 
3 六 














[ 例 1.7] 己 知 某 系 统 的 传递 函数 如 下 ， 试 求 系统 能 控 标 准 型 的 状态 空间 模型 。 
Y(s) 4s* +10s+2 
U(s) 25 +6s 48 
[ 解 ] 先 将 给 定 的 传递 函数 转换 成 如 式 (1.20) 的 标准 形式 ， 即 不 但 传递 函数 的 分 子 和 分 
母 要 按 s 的 降 索 排列， 而 且 分 母 多 项 式 中 * 的 最 高 次 容 s" 的 系数 为 1， 则 有 
7(s) 2s“ 十 5s 十 1 
TO 5 十 3s* 十 0s 十 4 





从 而 可 得 
qa=3 四 =0 w=4 
b=2 b=5 bl1 


可 写 出 对 应 式 (1:21) 和 式 (1.22) 能 控 标准 型 的 状态 空间 模型 的 4、bp、c 矩阵 


0 1 0]110 To 0 
4=|0 0 1|=|0 0 1|, 6=|0l, e=[ll! 5 2 
= = =| [4 0 =3 1 




















下 面 讨论 MIMO 线性 定常 系统 的 传递 函数 矩阵 的 状态 空间 模型 转换 。 设 系统 的 输入 wu 
和 输出 y 分 别 是 m 维和 jp 维 的 , 则 传递 函数 矩阵 G(s) 是 一 个 pxm 的 关于 s 的 多 项 式 矩 阵 ， 
其 元 素 是 s 的 有 理 真 分 式 。 

设 G(s) 的 所 有 元 素 的 分 母 多 项 式 的 最 小 公 倍 式 为 gG) ， 即 








8(s)=s" +as" 十 … 十 0 s+a, (1.46) 
式 中 ，g 是 MIMO 系统 G(s) 中 最 高 阶 s 的 有 理 真 分 式 的 阶 数 。 则 可 以 将 G(s) 写成 
1 
G()=——N 
(s) gs) (s) (1.47) 


其 中 ，N(s) 是 pxm 多 项 式 和 矩阵 ， 它 可 按 s 的 降 究 数 展开 成 算 阵 多 项 式 
N(s)= N's” + Ns +-…+N, s+N, (1.48) 








同 理 ， 可 推导 








Ltlo ke (1.49) 


意 各 
-Gls 1=arils -al, 
y=[N, Ne, Nlx (1.50) 
式 中 , 0 和 ,分 别 是 m 阶 零 矩 阵 和 m 阶 单位 矩阵 ，N,，N,，…， ,是 pxm 的 实数 矩阵 ， 


x 是 mxg 维 向 量 ， 系 数 阵 4 阵 是 (mxg)x(mxg) 维 方 阵 。 


[ 例 1.8] 已 知 二 输入 二 输出 系统 的 传递 函数 矩阵 为 
1 一 1 
四 (s+1) (s+2) (s+D)(s+2) 
1 
(s+ 1 








G(s) 
0 


试 求 系统 能 控 标准 型 的 状态 空间 模型 。 
[ 解 ] 所 给 系统 的 传递 函数 矩阵 的 所 有 元 素 的 分 母 多 项 式 的 最 小 公 倍 式 为 
g(s)=(s+1) (s+42)=s 十 4s2 +5s+2 
上 式 与 式 (1.46) 对 比 ， 则 有 g=3, “ 久 =4，a, =5，a, =2。 将 传递 函数 矩阵 写成 





















































I 2(s+1) 
GO=|e+D GT 人 G+DG+2| 1 ey 
(s+2) 53+4s:+5s+2|0 s+2 
(s+1) (s+2) 
对 照 式 (1.48)， 则 有 
Nl! lh 中 sal! 下 -w+ 
0 s+2| Il0 0 0 1 0 2 
于 系统 的 输入 维 m=2， 则 由 式 (1.49) 和 式 (1.50) 可 直接 得 出 能 控 标 准 型 实现 为 
0, L 0, 0, 
x=| 0, 0, LT xt+l0,lu 
al -al, -al, L 
则 有 
xi] [0 0 1 0 0 0lxlloo0 
zl 10 0 0 1 0 0lx lo0 
zl I0 0 0 0 1 0lx 0 ol 
zl Io 0 0 0 0 1 x, to ol 
法 | [=2 = 0 = 0 让 力 
|) 0 2 0 8 0 = [0 1 
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2. 能 观测 标准 型 的 转换 


设 SISO 系统 的 传递 函数 如 式 (1.20) 所 示 , 选择 状态 变量 x =[x%，  … 区 满足 下 列 
条 件 : 
二 
X=p+ay—bu 
Xz =$+ay+ay—bu—bu 
: (1.51) 
B= ta + ta ybu bu") —...—b, uu 
N= ta + ta bu bu ob 
将 这 些 方程 逐个 对 t 求 导 ， 并 考虑 式 (1:19) 的 关系 ， 设 系统 的 输出 y=x,， 对 式 (1.51) 
的 第 一 式 求 导 ， 并 带 入 第 二 式 ; 对 第 三 式 求 导 ， 并 带 入 第 三 式 ， 依次 类 推 ， 便 得 到 传递 函 
数 式 (1.20) 对 应 的 能 观测 标准 型 的 状态 空间 模型 。 即 


二 一 qx 十 bi 


nn 





六 二 六 es QA 十 已 
(1.52) 


3 


= — x + bu 
二 
写成 矩阵 形式 ， 即 为 SISO 系统 的 能 观测 标准 型 式 (1.23) 和 式 (1.24)。 
从 前 述 可 知 ，SISO 系统 的 能 观测 标准 型 式 (1.23) 和 式 (1.24) 与 能 控 标准 型 式 (1.21) 和 
式 (1.22) 是 互 为 对 偶 的 ， SISO 系统 的 能 控 标准 型 式 (1.21) 和 式 (1.22) 与 MIMO 系统 的 能 控 
标准 型 式 (1.49) 和 式 (1.50) 具 有 相似 的 形式 。 因 此 ， 从 SISO 系统 的 能 观测 标准 型 式 (1.23) 和 
式 (1.24)， 可 得 到 MIMO 系统 的 能 观测 标准 型 的 状态 空间 模型 。 即 


da O02) aly DN 
这 1 一 0 N. 
=| “ | ?x+tl "hu (1.53) 
! 3 
万 | -al, N 


y=[0, … 0 Llx (1.54) 
式 中 ， 有,、0, 是 pp 阶 单位 阵 与 p 阶 零 阵 ， x 是 pxg 维 向 量 ,其 中 g 是 MIMO 系统 G(s) 中 
最 高 阶 s 的 有 理 真 分 式 的 阶 数 。 系 数 阵 4 为 (pxg)x(pxg) 维和 矩阵 。 
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通过 以 上 对 传递 函数 矩阵 的 能 控 标准 型 或 能 观测 标准 型 转换 的 讨论 ， 对 单 输入 系统 而 
言 ， 应 注意 如 下 问题 。 
(1) 传递 函数 转换 成 能 控 标 准 型 的 状态 空间 表达 式 ， 状 态 方程 的 结构 只 由 传递 函数 矩 
阵 的 极点 (特征 ) 多 项 式 确 定 ， 而 与 其 零点 多 项 式 无 关 ， 零点 多 项 式 只 影响 输出 方程 的 结构 。 
(2) 从 能 观测 标准 型 的 转换 可 以 看 出 ， 系 数 阵 4 的 元 素 仅 取决 于 传递 函数 极点 多 项 式 
系数 ， 而 其 零点 多 项 式 则 确定 输入 阵 B 的 元 素 。 
(3) 只 有 当 传 递 函 数 零点 和 极点 多 项 式 同 阶 ( 即 m =n) 时 ,状态 空间 表达 式 的 输出 方程 
中 才 出 现 Du 项 ， 否 则 DD 为 零 阵 。 
而 MIMO 系统 的 能 控 标 准 型 (能 观测 标准 型 ) 与 SISO 系统 的 能 控 标 准 型 (能 观测 标准 型 ) 
有 具有 相似 的 形式 ， 但 最 大 区 别 为 MIMO 系统 能 控 标 准 型 (能 观测 标准 型 ) 的 状态 向 量 x 为 
mxg 维 (p xg 维 )，g 是 MIMO 系统 G(s) 中 s 的 有 理 真 分 式 的 最 高 阶 的 阶 数 ， 而 SISO 系 
统 能 控 标准 型 (能 观测 标准 型 ) 的 状态 向 量 x 为 n 维 。 









































[ 例 1.9] 求 例 1.6 和 例 1.8 的 能 观测 标准 型 的 状态 空间 模型 。 
[ 解 ] 根据 式 (1.23) 和 式 (1.24)， 可 直接 得 到 例 1.6 能 观测 标准 型 的 状态 空间 模型 ， 即 





i] [0 0 =4l8l [3 
局 |=|170 三 刘 | +lgln 
i) oi -3lln| lo 























p20 0 I ma 寺 
根据 式 (1.53) 和 式 (1.54)， 可 直接 得 到 例 1.8 的 能 观测 标准 型 的 状态 空间 模型 ， 即 




















0 0Qxs0r0 -2 oa] li -1 
00%0 0 0 -la lo 2 
a O02 al, NN, 
DS 1 Ey 1°000 -5 0fs ,lo =- 
X= I 计 到 一 
人 4 0100 0 -sx lo 1 lu 
0, 1, -al, N, : 
4 0010 -4 olx|l lo o 
0001 0 -4lx|l lo 0 
了 000010 r 
天 =|[0, 0, Lz 00000 ls 去 故 交 为 刘 

















上 述 MIMO 系统 输入 的 维 数 和 输出 的 维 数 相同 ， 即 m= p ， 所 以 例 1.8 系统 的 能 控 标 
准 型 模型 与 例 1.9 能 观测 标准 型 模型 的 4、B、C 的 维 数 相同 。 换 句 话说 ， 系 统 的 x 向 量 维 
数 相同 。 当 MIMO 系统 输入 的 维 数 m 和 输出 的 维 数 p 不 相同 ( 即 mz p ) 时 ， 则 系统 能 控 标 
准 型 与 能 观测 标准 型 模型 的 x 向 量 维 数 也 不 相同 ， 从 系统 的 传递 函数 矩阵 转换 得 到 的 能 控 
标准 型 模型 与 能 观测 标准 型 模型 的 4、B、C 的 维 数 大 不 相同 ， 下 面 举 例 说 明 。 




















[ 例 1.10] 已 知 系统 的 传递 函数 矩阵 如 下 ， 试 分 别 求 系统 能 控 标 准 型 和 能 观测 标准 型 的 模型 。 
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1 1 
2 | 


[ 解 ] 系统 传递 函数 矩阵 的 分 母 的 最 小 公 倍 式 为 
g(s)=(s+1) 一 二 28 十 1 

从 而 可 得 g=2，a =2,，a,=1 

| | 

(+D (s+1)’ 








G(s) [s+1 











s+2s+1 


N(s)=[s+1 1]=[ 0]s+ll 1]=Ns+N, 
根据 MIMO 系统 能 控 标准 型 式 (1.49) 和 式 (1.50), 考虑 到 系统 的 输入 m=2 ,输出 p=1， 
系统 能 控 标准 型 实现 的 状态 向 量 为 mxg 二 2x2=4， 故 能 控 标准 型 模型 为 























| 2 et EN Ni 
X= u, =|WN, 

-ml -al, 1 入 | 

即 

负 0 0 1 Oo-loo0 

六 国 0 0 0~1lxl 10 Ou 

为 | |-1 0Q<42V0lx| |1 ollu, 

0 -kN0O -2)lx| |0_1 


49DI on NP 
而 系统 能 观测 标准 型 模型 的 状态 向 量 为 Pxqg 三 1X2= 2 ， 所 以 能 观测 标准 型 模型 为 
0 NN 
也 sv »=|0, L,]x 
于 p=1»” 则 上 式 中 的 p 阶 零 阵 0, 退化 成 0, p 阶 单位 T 阵 7 退化 成 1， 则 能 观测 标 
准 型 状态 空间 模型 为 


p 一 2 L, 











= 
—al, 

















0 =1 
{ “=2 


1 1llu, 
1 Olluwl 
从 例 1.10 可 见 ， 由 于 系统 的 输入 m= 二 2， 输 出 p=1，m 志 p ， 能 控 标 准 型 状态 


为 mxg=2x2=4 维 ,因此 其 4,B,C 分 别 是 4x4,4x2,1x4 维 : 能 观测 标准 型 的 状态 所 
为 pxg=1x2=2 维 ， 因 此 其 4,B,C 分 别 是 2x2,2x2,1x2 维 矩阵 。 


3. 对 角 标准 型 的 转换 


若 SISO 系统 的 传递 函数 式 (1.20) 不 存在 相同 极点 , 或 者 说 极点 互 异 ， 则 可 求 得 对 角 标 
准 型 的 模型 ， 且 状态 空间 模型 如 式 (1.25) 和 式 (1.26) 所 示 。 下 面 讨论 这 种 转换 方法 。 
当 系 统 的 极点 互 异 时 ， 系 统 传递 函数 分 子 分 母 写成 因 式 相 乘 形式 
G( Y(s)_ K(s—2)(s—2z)…(s—2z,) 
5s) 3 
U(s)  (s—4)(s—%)…(s—h) 


为 


中 























和 








地 部 
























































(1.55) 
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式 中 ，2z,z,,…,z 为 系统 G(s) 的 零点 ， 入 , 思 ,…, 为 系统 G(s) 的 互 异 极点 ， 也 是 对 角 
标准 型 式 (1.25) 的 系数 阵 4 对 角 线 上 的 元 素 。 
将 式 (1.55) 写 成 部 分 分 式 
7(s 帮 SC 和 Ci 
G0 -tt (1.56) 
其 中 c(i 二 1,2,…,n ) 为 待定 系数 ， 其 值 为 
6 =limG()(s —) (1.57) 
为 了 得 到 如 式 (1.25) 和 式 (1.26) 的 对 角 标 准 型 的 模型 ， 其 状态 变量 的 选择 原则 为 
X= Bl (1.58) 
即 
SX,(s)—AX(s)=U(s) (1.59) 
对 上 式 拉 氏 反 变换 ， 得 
一 4% = 
即 
= + 


二 bX 十 
SS 2 (1.60) 


二 十 


写成 矩阵 形式 ， 得 对 角 标 准 型 实现 的 状态 方程 同 式 (1:25)， 即 


:| AN ll 
t 1 x 

= 2 十 | :| 下 
Ea x) ll 


式 中 ， 系 数 矩 阵 4 为 对 角 阵 ， 对 角 线 上 的 元 素 是 传递 函数 G(s) 的 极点 ， 即 系统 的 特征 值 ; 
5 阵 是 元 素 全 为 1 的 nX1 和 矩阵 。 














求 对 角 标 准 型 模型 输出 方程 中 e 的 结构 。 由 式 (1.56) 有 

Y= 0 (1.61) 
再 由 式 (1.58) 可 知 

U(s)=(s—%)X,(s) (1.62) 
将 式 (1.62) 代 入 式 (1.61)， 有 

7() = eX) (1.63) 
对 上 式 拉 氏 反 变换 ， 得 
y= ex = [2 c, Js 名 »T 
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上 式 就 是 对 应 4 为 对 角 标 准 型 的 输出 方程 ， 即 同 式 (1.26)。e 阵 的 结构 应 是 
#0] (1.65) 





[ 例 1.11] 设 系统 的 闭环 传递 函数 如 下 ， 试 求 系统 对 角 标 准 型 的 转换 
Y(s) 6s+8 


























G() = = 
U(s) s+6s +lls+6 
[ 解 ] 将 G(s) 用 部 分 分 式 展开 
Ge 6s 十 8 __a 闸 
(s+D(s+2)(s+3) s+l s+2 s+3 
从 而 可 得 G(s) 的 极点 入 三 一 1 为 = 一 2, 为 三 一 3 为 互 异 的 ， 根 据 式 (1.57) 求 待定 系数 c 
人 6s 十 8 二 
A 
c,=limG(s)(s—7)= lim OK 
hb ”==2(s+1Xs 3) 
2 6s+8 
G 三 limCG)G 力 ) = lm FG) 5 
把 求 得 的 G(s) 的 极点 和 待定 系数 c 代入 式 (1.253) 和 式 (1.26)， 可 得 对 角 标 准 型 的 转换 为 
为 | |<kKAOY0 1 fl 
bl=|0%-2 0|xl+lllu 
-A 0 0 -3jlx| 导 


























y=[ 4 -5]x, x x] 


4. 约 当 标准 型 的 转换 


对 SISO 系统 式 (1.20)， 当 其 特征 值 有 重 根 时 ， 可 以 得 到 约 当 标准 型 的 状态 空间 模型 。 此 
时 模型 的 系数 矩阵 4 中 与 重 特征 值 对 应 的 那些 子 块 都 是 与 这 些 特征 值 相对 应 的 约 当 块 , 即 





也 一 (1.66) 


下 面 讨论 约 当 标准 型 的 转换 方法 。 设 系统 的 传递 函数 如 式 (1.20)， 如 果 当 系统 具有 一 
个 重 特征 值 44， 其 重 数 为 j， 而 其 余 不 重 ( 互 异 ) 的 特征 值 为 志 ,,…,4,， 则 传递 函数 可 以 
部 分 分 式 展开 成 


























Cu SR Cu 寺中 和 
G14) (14) = Ar G—n) 
Cn ， © CG 


ES 全 让 :证 
(s—Ajn) (s—%4) (s—%4) 


G(s)= 





(1.67) 














式 中 ， 待 定 系数 ci,c>,…cv 对 应 的 是 重 极点 的 待定 系数 ， 其 值 为 


1 
WD i 9 


式 中 ， 其 余 互 异 的 待定 系数 c, (k==j 十 1,j 十 2,…,n) 仍 用 特征 值 互 异 时 的 公式 (1.57)， 即 
六 : 壮 lim[G(s\s 一 4】] 
把 求 出 的 特征 值 和 待定 系数 代入 式 (1.27) 和 式 (1.28), 便 可 得 到 系统 约 当 标准 型 的 模型 。 








4 [G(s)Gs— 14.)] (1.68) 






































[ 例 1.12] 设 系统 的 闭环 传递 函数 如 下 ， 试 求 系统 对 约 当 标 准 型 的 状态 空间 模型 
Y(s) 3(s+5) 
CGO) 三 一 一 三 一 一 一 一 一 一 一 
U(s) (s+3)'(s+2)(s+!1) 
[ 解 ] 从 已 知 系统 的 传递 函数 G(s) 可知， 该 系统 为 四 阶 ， 有 一 个 重 极 点 ， 重 数 为 二 2， 
有 两 个 互 异 的 极点 ， 即 1 元 = 一 3， 罗 = 一 2，44 = 一 1， 根 据 式 (1.67)， 将 G(s) 按 部 分 分 
式 展开 








G(s)= cu Ca 4 人 守 C4 
(s+3) (s+WANF+2 +1 


根据 式 (1.68) 求 重 极 Re 如 下 。 




















i jim C+) - 
n= a en Sr V G+ ;= TDGHD 
| 人 Vie PAN 3(s+5) 
a Gp 区 半 加 G(s + eg 把 4 G 十 2) 十 D) 
3(s +3s+2)—3(s+S)2s+3) _¢ 
uy (十 38 十 2 
根据 式 (1.57) 求 互 异 极点 对 应 的 待定 系数 c 和 ci 。 
49) 
S50 pt 
Ms+5) _ 
“= lim G+) = lim i =3 


把 求 得 的 G(s) 的 极点 和 待定 系数 代入 式 (1.27) 和 式 (1.28)， 可 得 约 当 标准 型 的 模型 为 
x] [-3 110 0 lo 


tz| |0 -310 Olxl 1 

i 0 or ox Ii" 
1 

总 0 010 -llx| ll 


=B 6 =9 3 为 坊 xj 


式 中 的 虚线 把 系统 的 重 极点 和 互 异 的 极点 所 对 应 的 状态 和 秆 阵 划分 开 来 ， 其 中 重 极点 
多 = 罗 == 一 3 对 应 的 约 当 块 为 系统 4 阵 主 对 角 线 上 方 的 子 矩 阵 ， 即 


























在 工程 实际 中 ， 一 般 的 系统 类 似 于 例 1.12， 既 有 重 极点 又 有 互 异 的 极点 。 若 系统 含有 
两 个 以 上 不 同 的 重 极点 ， 对 于 其 他 重 极点 所 对 应 的 约 当 块 的 求法 类 同 于 例 1.12。 但 也 有 特 
殊 情 况 ， 可 能 系统 的 所 有 极点 均 是 重 极 点 ， 这 种 情况 下 问题 就 简单 了 ， 只 要 根据 式 (1.68) 
求 重 极点 对 应 的 待定 系数 c,， 便 可 直接 按 约 当 块 的 形式 得 到 约 当 标准 型 模型 。 














[ 例 1.13] 设 系统 的 闭环 传递 函数 如 下 ， 试 求 系统 的 约 当 标准 型 的 状态 空间 模型 
Y(s) _ 2s*+5s+l1 


Gl ee 
人 U(s) s’—6s’*+12s—8 




















[ 解 ] 将 G(s) 用 部 分 分 式 展开 
2 癌 < CN 
(s—2) G-2) GA2NTs-2 


显然 G(s) 是 三 阶 系统 且 是 三 重 极点 ， 即 丸 = 大 三 为 = 2， 根据 式 (1.68) 求 重 极点 对 应 的 
待定 系数 c,=12,3) 


G(s) 














1 ,dm 29 十 5s 扩 1 
py 1- ls +5+y=19 
二 1 .dN 2s +5s+1 





i 一 271TEi 
:一 TE G2 (s—2)]1 lim[4s + 5] 13 


_ 1% _ de) 29 十 5s 十 1 ~ _1,.d 
TEST 5[ G2 i Te 


故 系统 的 约 当 标 准 型 实现 为 





























六 2 1 Ollx| I0 尖 
|=|0 2 lxltlolu, y=[9 13 ?> 
为 | [10 0 2lx| ll 为 








1.4 ”离散 系统 的 数学 模型 转换 


离散 系统 的 数学 模型 转换 包括 从 差分 方程 到 离散 的 状态 空间 模型 的 转换 及 离散 的 状 
态 空间 模型 到 传递 函数 的 转换 ， 另 外 为 便于 后 一 种 转换 ， 讨 论 线性 系统 的 离散 化 方法 。 


1.4.1 离散 系统 的 状态 空间 模型 与 传递 函数 (矩阵 ) 
1. 离散 系统 的 状态 空间 模型 
在 古典 控制 理论 中 ， 离 散 系统 用 差分 方程 描述 ， 利 用 长 除法 从 离散 系统 的 了 传递 函数 
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可 以 求 得 系统 的 差分 方程 。 系 统 差分 方程 和 描述 连续 系统 的 微分 方程 有 着 对 应 的 关系 。 事 
实 上 ， 对 微分 方程 以 差 商 来 近似 微分 时 ， 微 分 方程 就 可 由 差分 方程 来 近似 。 与 连续 系统 相 
似 ， 对 nn 阶 离散 系统 的 差分 方程 为 
pK+MDT)+ay((K+n— DI)++a, 1 y((k+ DT)+a,y(kT) 
=bu((k+m)T)+bu((k+m—D)T)+.…+b, wu((k+1)7T)+b,u(kT) 
若 选择 适当 的 状态 变量 就 可 将 其 转换 成 一 组 一 阶 差分 方程 或 一 阶 向 量 差分 方程 ， 从 而 
得 到 与 其 对 应 的 状态 空间 模型 。 即 
x((K+1)7)= Gx(kT)+ Hu(k7T) 
p(kT)= Cx(kT) + Du(kT) 


(1.69) 














(1.70) 


式 中 ，xEeR",uEeR",yER2"， 系 数 矩 阵 G 为 nxn 维 ， 输入 和 矩阵 及 为 nxm 维 ， 输 出 矩阵 
C 为 pxn 维 。 为 了 书写 简便 ,通常 将 式 (1.69) 中 的 采样 时 间 了 设 为 1( 但 在 实际 工程 中 7 不 
能 随意 设 定 )， 则 式 (1.69) 简 写 为 式 (1.71)。 


p(k+ 人 nD) +ay(k+nol)++a ykE+l)+a,y(k) 











=Bbu(k+m)+ bu(k+m—1) Fb uk + 1)+ bu(k) QD 
对 应 的 状态 空间 模型 可 简写 成 
x(k+1)= Gx(k) + Hu(k) 
(1.72) 


VKT)= Cx(k) + Du(k) 
下 面 举例 说 明 把 差分 方程 转换 为 状态 空间 模型 的 方法 。 


[ 例 1.14] 已 知 某 离散 系统 的 差分 方程 为 
p(kK+3)+3y(k+2) + y(k+1)+2y(k)=u(k) 

试 求 其 状态 空间 表达 式 。 

[ 解 ] 与 连续 线性 定常 系统 的 微分 方程 转换 为 状态 空间 模型 的 方法 相 类 似 , 应 选择 所 给 系 
统 的 输出 y 和 y 的 各 阶 差分 为 状态 变量 ， 因 此 ， 选 状态 变量 x(k) = y(k)，x,(k)= y(k 十 1)， 
加 (Kk) 二 y(k 十 2)， 则 可 直接 写 出 状态 空间 表达 式 为 
mk+tD)=(h) 
wk+D)=n(A 
Xk+D)=—2x (8)—x,(k)—3x(k) +u(k) 





yA) = (A) 
写成 矩阵 形式 为 
ak+D| [0 1 0 ho 
(+D|= 0 10l+lola 
ak+D| -2 -1 -3lsl ll 



































(A) 
已 (人 
(A) 


yA=[ 0 ol 











显然 上 例 是 能 控 标准 型 。 若 改变 选择 状态 变量 的 方法 ， 也 可 以 将 该 离散 系统 的 差分 方 
程 转换 成 男 一 种 形式 的 状态 空间 表达 式 。 

2. 离散 系统 的 传递 函数 矩阵 

与 连续 系统 相对 应 ， 离 散 系统 也 可 以 用 传递 函数 矩阵 作为 数学 模型 来 描述 ， 为 此 对 状 
态 空间 模型 式 (1.72) 的 两 边 取 Z 变换 ， 有 














ZzX(z)—zX, =GX(z)+ HU(z) (1.73) 
Y(z)= CX(z)+ DU(z) (1.74) 
从 式 (1.73) 得 
X(z)=(zI—G) "HU(z)+ 2 G6) '%, (1.75) 
把 式 (1.75) 代 入 式 (1.74)， 有 
Y(z)=[C(zI—G) "H+ DIU(2)+zC(zT —G) x (1.76) 
若 初 值 m =0， 则 有 
Y(z)=[C(21— G6) 五 +DIUCG) (1.77) 
所 以 ， 离 散 系统 的 传递 函数 矩阵 为 
G(z)=C(zI-G) H+D (1.78) 


当 式 (1.71) 中 系统 输出 yy 差分 的 步 数 n 大 于 系统 输入 u 差分 的 步 数 m( 即 n>m) 时 ， 传 
递 矩 阵 九 =0， 则 式 (1.78) 变 为 式 (1.79) 
G(z)=C(zI -6G)'H (1.79) 


1.4.2 ”线性 系统 的 离散 化 


以 上 讨论 了 将 差分 方程 转换 为 状态 空间 模型 。 此 外 对 连续 系统 的 状态 空间 模型 离散 化 
也 可 得 到 离散 的 状态 空间 表达 式 ， 称 之 为 线性 系统 的 离散 化 。 
1. 线性 定常 系统 状态 方程 的 离散 化 


线性 定常 连续 系统 的 状态 方程 为 











X= Ax+Bu (1.80) 
第 2 章 可 知 ， 其 基本 解 式 为 
X(t)=e" I x(t)+ | eT Bu(t)dr (1.81) 
私 =KT,t=(k+1DT,k=0,1,2,…， 式 (1.81) 变 成 








x((K+DT)=e’ x(KT)+ [i eVTI Bu(r)dr (1.82) 
了 


天 














式 (1.82) 的 rt 在 kT 和 (k+DT 之 间 ， 且 有 u(r)=u(k7T)= 常 数 。 这 是 由 于 在 离散 化 式 采 

















样 器 后 面 常 放置 零 阶 保持 器 ， 人 辣 全 全 到 各 信 作 全 全 个， 从 而 有 
x((K+DT)=e x(kT)+ [站 enr-odr. Bu(kT) 








Pad 


者 
积分 上 限 t=(k+DT 时 ， 则 t=(k+DT 一 t=0， 故 式 (1.83) 可 化 简 为 
x((k+1)T)=e" x(kT)+ 三 ed(-t). Bu(kT) 








=eTx(KT)+ | edt. Bu(kT) 


将 式 (1.84) 与 式 (1.70) 比 较 
GT)=e =T'[(sT- A)'] 


H(KT)= |e Bdt 


(1.83) 


1 令 1=(k+DT-rtr， 则 dt=-dr， 而 积分 下 限 tr=kT， 则 t=(k+DT-kT=7T。 当 


(1.84) 


(1.85) 
(1.86) 


[ 例 1.15] 已 知 某 连 续 系统 的 状态 空间 表达 式 为 


哆 








_10 1 
lo —illx. 











| 
十 | |u 


1 





总 


"中 | 


试 求 其 离散 状态 空间 表达 式 。 
[ 解 ] 根据 式 (1.85) 可 求 出 离散 状态 方程 的 系数 阵 
AT _ 7-1 oi -1 
GOT=e" = 








1 位 
ps se+D lt le | 
0 -也 DG 
3 十 1 
其 离散 状态 方程 的 输入 阵 根据 式 (1.86) 写 成 


H(kT)= [ad = 中 人 | 
站 四 守 


= 1-e | |T-1l+te™” 
of ee 1-e7 


从 而 可 得 该 ne 














mK+DD [1 1-e TxD IF-1+e (KT) 
nk+DT) eT | (ED 1 一 e7 
x(kT) 
py(k7)=[1 0 kT) 
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2. 线性 时 变 系 统 状 态 方程 的 离散 化 








线性 时 变 连 续 系统 的 状态 方程 式 
xX(D)= A(xX(D) + B(Du(?) (1.87) 
可 以 近似 为 
ET SFIK+ OD -xT)] srsdrDD (1.88) 


把 式 (1.88) 代 入 式 (1.87)， 且 认为 在 teE[kT,(k 十 DT] 的 x(t)、u(?) 及 A(t)、B(t) 的 元 素 
均 为 :=kT 的 值 ， 则 有 


了 tk + DT)— x(kT)]= A(KT)x(KT) + B(KT)u(KT) 


或 
x((K+DT)=[T+TA(KT)]x(ET) + TB(KT)u(KT) 
=G(kKT)x(KT) + H(KT)u(KT) (1.89) 
其 中 
G(KT)= I+TA(KT) (1.90) 
H(KT)=7TB(KT) (1.91) 


式 (1.90) 和 式 (1.91) 就 是 线性 时 变 连 续 系统 的 状态 方程 离散 化 求 系数 阵 和 输入 阵 的 公式 。 


[ 例 1.16] 已 知 某 系 统 的 状态 方程 为 

X(t) = A(T)x(t) + B(Du(?) 
其 中 
1 e 21 
0 e 


Wi 


A(t)= 
@ 0 4 





h BO) 三 








试 求 了 = 0.5s 时 的 离散 化 状态 方程 。 
[ 解 ] 根据 式 (1.90) 得 


1 
十 0.5 
你 1 


1+0.5e "5 0.5 
0 lk 


-0.5k 
cun-| 0 e 1 | 














根据 式 (1.91) 得 
1 © 
0 e 0.5k 


H(KT)= TB(KT)= o 





0.5 0.5e 
0 0.5erosx 





从 而 可 得 该 时 变 系统 的 离散 状态 方程 
区 (二 DT)| |1+0.5e 0.5 
nk+DT) | 0 1+k 


u (kT) 
u,(kT) 











x(kT) 上 05 0.5e 
wkT)| | 0 0.5e -0 和 4 
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1.5 ”状态 空间 的 坐标 变换 关系 








在 1.1.3 小 节 中 已 提 到 ， 对 于 同一 个 系统 ， 由 于 状态 变量 选取 不 唯一 ， 因 此 选取 不 同 的 
状态 变量 ， 便 会 有 不 同 的 状态 空间 表达 式 。 因 为 状态 变量 是 状态 空间 中 的 一 组 基底 ， 所 
以 不 同 的 状态 变量 之 问 存在 线性 非 奇异 变换 的 关系 。 坐 标 变换 是 状态 空间 方法 中 一 种 广 为 
采用 的 基本 手段 ， 通 过 基底 的 线性 变换 ， 可 以 获得 某 种 标准 型 ， 以 突出 系统 的 某 些 特性 ， 
或 简化 系统 分 析 和 设计 的 计算 过 程 。 

1.5.1 系统 的 特征 值 及 特征 向 量 


考虑 线性 定常 系统 的 状态 空间 表达 式 如 式 (1.15) 所 示 。 定 义 系统 特征 方程 为 
lsIT-Al=s" +as"™ ++a, s+a,=0 (1.92) 
则 系统 的 特征 值 为 使 7- 4|=0 的 根 。 

对 于 寻 阶 系统 ， 有 且 仅 有 半 个 特征 根 ， 其 值 完全 由 才 诀 定 。 

对 于 nn 阶 系统 式 (1.15), 设 和 (i=1,2,…,n) 为 其 特征 值 , 若 存 在 向 量 P, 使 4P = 4P 成 
立 ， 即 
























































(41-A)P=0 (1.93) 
则 PP 称 为 4 的 对 应 于 特征 值 4 的 特征 向 量 。 


1.5.2 ”状态 空间 的 坐标 变换 
1， 第 一 种 坐标 变换 方法 


在 n 维 状态 空间 中 ， 设 {e 上 … 洁 } 为 状态 空间 尼 的 一 组 基底 ，e (1=1,2,…,n) 
是 维 列 向 量 ， 则 该 空间 中 的 任意 一 个 状态 向 量 可 以 表示 为 : 


=M6 + 6 tt, (1.94) 
即 
[1 
2 
n=[a  … 86 :|=[s 6 1 5]x (1.95) 





其 中 ，x=[x， xX。 … 羽 ] 为 向 量 w 在 基底 {a。 s。… 6,} 中 的 坐标 表示 。 
设 鸽 豆 … 书 } 也 是 状态 空间 R" 的 一 组 基底 ， 那 么 状态 向 量 w 还 可 以 表示 为 : 


n=[5 5 £5) :=[a 5 … 5] (1.96) 











其 中 ， =[ 二 … 元 ] 为 向 量 w 在 基底 { 专 … 互 } 中 的 坐标 表示 。 
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设 向 量 豆 (1=12,…,) 在 老 基底 {s e，… 6,} 上 的 表示 为 

















Pi 
5=[a 6 7 6 i=b2n (1.97) 
Pni 
由 此 可 以 得 到 新 老 基底 之 间 的 关系 为 
pr Pa Pp 
i py Py» Pn 
a 二 6|=|s 6 6 
[ ]=[ ] : cd 
pn Po Pm 
=[a 区 6]P 
式 (1.95)、 式 (1.96) 和 式 (1.98) 可 得 
x=Px (1.99) 
现 将 式 (1.99) 代 入 式 (1.15) 可 得 
Px=APxX+ Bu 
Ck (1.100) 
对 上 式 左 乘 已" ， 则 有 
X=AY+Bu 
em (1.101) 
其 中 : A=P"'AP, B=P'B, C=CP 
2.， 第 二 种 坐标 变换 方法 
若 将 线性 非 奇异 变换 表述 为 过 = Fr ， 则 可 导出 
T=TAT +TBu = At+ Bu 
y=CT "t=C% 9 





在 上 述 状 态 线性 非 奇异 变换 过 程 中 ， 和 矩阵 D 不 受 其 变换 的 影响 ， 这 是 因为 D 所 描述 
的 是 系统 输入 对 于 输出 的 直接 传输 关系 ， 它 与 系统 的 内 部 状态 无 关 。 

对 系统 进行 线性 变换 的 目的 在 于 使 其 表述 规范 化 ， 以 便于 揭示 系统 特性 及 分 析 计 算 ， 
仅 是 数学 描述 形式 有 所 改变 ， 并 不 会 改变 系统 的 原 有 性 质 ， 故 称 为 等 价 变换 。 


1.5.3 ”特征 值 规范 型 
特征 值 规范 型 就 是 将 系统 的 状态 阵 4 变换 为 由 系统 的 特征 值 表 述 。 
1， 对 角 标准 型 
设 任意 形式 的 状态 阵 4， 有 且 仅 及 个 互 异 特征 值 44, 罗 ,…, ， 则 可 由 线性 非 奇异 变 
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A=P"'AP= 和 (1.103) 
入 
若 设 P=[PB 已 … P,]， 代 入 式 (1.103)， 并 对 式 (1.103) 两 端 乘 以 可 得 
[AP APB :1 AP,]=[4P 41P : MP] (1.104) 

















AP = 可 以 看 出 ,已 阵 由 4 的 线性 独立 的 特征 向 量 组 成 。 





[ 例 1.17] 求 下 列 系统 的 特征 值 规范 型 。 


pA | 
x=|0 -1 0 |x+ 
0 2 1 


y=[ 3 4]x 
[ 解 ] 由 |41 A= -24* -4+2=(4=-2)(4+1)(4-D)=0 
得 出 系统 的 特征 值 为 : 4 =2, 和 4 = 加 =1 


W227 1 1Tam 
CI-d0PE 0 2+1 0psl=0 
0 二 hilty, 


当 4=2 时 ,可 以 求 得 B=[1 0 oJ 


六 
2 
1 


u 



































同 理 ， 可 以 求 得 生 = -1 时 ， 已 =[0. 了 二 本: =1 时 ， P= 0 十 
因此 有 
1 0 1 1 -1 -1 
P=|o0 1 0|,，P=|o 1 0 
0 -1 1 0 1 1 
此 








0 0 1 3 
当 4 为 友 矩 阵 时 
0 1 1 0 0 
0 i 1 0 
| 1 
| 
0 1 0 0 1 
OA 
iqy | = | 














[ 例 1.18] 求 下 列 系统 的 特征 值 规范 型 。 


0 1 0 
1 1 |x+|0 lu 
-6 -ll -6 0 





六 己 
y=[1 1 0O]x 
[ 解 ] 系统 特征 方程 为 
4-l 0 
|47-4|=|0 -1 = 和 +612+1+6=(4+1(4+2)(4+3)=0 
6 11 4+6| 








特征 值 为 ， 4 =-1， 有 =-2， 人 三 =3 
由 于 特征 根 不 相同 ， 且 4 为 友和 抢 阵 ， 则 变换 阵 为 





1 1 1 十, 3 2.5 0.5 
P=|4°% 4h|=|-l -2 -3|: XP'=|-3 -4 -l 
和 有 和 1 4- 9 1 1.5 0.5 





5=P5=[3 -3 1] 
c=cP=[0 -1 -2] 
所 以 系统 的 特征 值 规范 型 为 





2， 约 当 标 准 形 


当 和 矩阵 4 有 重 根 时 ,情况 就 比较 复杂 了 。 若 对 于 矩阵 4 的 各 个 重 根 ， 能 求 出 与 重 根 个 
数 相同 的 独立 特征 向 量 ， 则 仍 可 通过 个 独立 特征 向 量 构 成 的 变换 阵 , 将 4 转换 为 对 角 线 
矩阵， 对 角 元 素 为 系统 的 特征 值 ， 否 则 就 只 能 将 4 转换 为 约 当 和 矩阵 。 但 每 一 个 重 根 可 以 转 
换 成 几 个 约 当 块 ， 是 根据 其 对 应 独立 特征 向 量 的 个 数 来 具体 分 析 的 。 
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下 面 仅 讨论 对 应 重 根 只 有 一 个 独立 特征 向 量 的 情况 .不 失 一 般 性 , 假设 对 于 nn 阶 系 统 ， 
仅 有 一 个 根 和 1 为 m 重 特征 根 ， 且 只 有 一 个 独立 特征 向 量 ， 其余 均 为 互 异 的 特征 向 量 ， 则 可 
由 线性 非 奇 异 变换 x = PX ， 将 4 化 为 约 当 阵 4， 即 
[和 %“ 渡 0 1 ] 
4 | 0 
| 
A=P"AP= 0 4 0 (1.105) 
| hn 0 
0 | 
[ 10 
车 设 P=[R PR … 只 1 PP … 忆 ]， 代 入 式 (1.105)， 并 对 式 (1.105) 两 端 乘 以 P 可 得 
[4P AP, 1 AP,|AP,, :… 4P] 
(1.106) 
=[4B P+AB 1 PtAab khaPn Pp] 
将 上 式 展开 即 得 : 
(41-A)P=0 
(41-A)B=-P 
(AT 六 =-P,, 


(41=A)P=0, i=m+l,m+2, mn 
可 以 看 出 : 对 于 单 根 ,， Pi…,P, 是 由 特征 根 为 j; 计 ,44 所 对 应 的 特征 向 量 组 成 的 ， 而 
对 于 重 根 和 1，P 为 其 特征 向 量 ，P…,PP, 称 为 广义 特征 向 量 。 
1 0 -l 
0 1 0|x+ 
0 启 


0 

0lu 

1 
y=[1 0 0]> 


[ 解 ] 系统 特征 方程 为 : |41 -4|=(4-1) (4-2)=0 


对 于 = 即 =1， 有 
0 0 1Tm 1 0 
中 
0 0 -lllp, 0 0 


对 入 =2， 可 以 求 得 忆 =[-1 0 1] ， 由 此 


[ 例 1.19] 求 下 列 系统 的 特征 值 规范 型 。 


旋 忆 

















所 以 ， 系 统 的 特征 值 规范 型 为 : 


[1 0 0| fi 
xX=|0 1 0lx+l0Olu 
0 0 1 








y=[! 0 olx 
[ 解 ] 系统 的 特征 方程 为 :| 和 一 4=(4+1) (4=2)=0 





对 = 罗 =-l 
二 0 [Pi 
二 二 
0 -1 -o=| pn a 
2 pip, Dx) = 








只 能 先 求 出 一 个 独立 的 特征 向 量 , 即 号 =[1 证， 另 一 个 由 (47 一 4) 忆 =-P 求 出 ， 
p=[0 1 -2]. 
对 为 =27 由 于 六 为 友和 矩阵 ， 则 己 3[L 到 尾 ] =[ 2 4 ， 因 此 


| | 8 =2 “| 
P=|-l1 1 2 Pp -3 & 3 3 
1 -2 4 LL、 省 


革 = T 
b=P bal 1 -3 1] 
c=cP=[1 0 1] 
此 ， 系 统 的 特征 值 规范 型 为 : 


-1 1 0 -0.11 
xX=| 0 -1 0|x+|-0.33|u 
0 0 2 0.11 


y=[1 0 1]x 





四 
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1.6 基于 MATLAB 的 系统 数学 模型 转换 








MATLAB 软件 编程 ， 可 以 方便 地 实现 状态 空间 模型 与 传递 函数 矩阵 之 间 的 相互 转 
换 。 特 别 是 对 MIMO 系统 , 只 要 掌握 编程 方法 , 将 给 定 的 系统 参数 按 一 定格 式 写 在 程序 中 ， 
运行 程序 ， 便 可 获得 所 要 转换 的 模型 参数 ， 可 以 达到 事半功倍 的 效果 。 因 此 采用 MATLAB 
软件 进行 系统 的 模型 转换 为 系统 (特别 是 MIMO 系统 ) 的 分 析 与 设计 提供 了 极 大 的 方便 。 

设 线性 定常 系统 的 模型 如 式 (1.107) 所 示 。 
X=Ax+Bu 
y=Cx+Du 
其 中 xeR”， ueER"”, yeER?”, A 为 nxn 维 系数 和 矩阵, B 为 nxm 维 输入 矩阵 , C 为 pxn 维 
输出 矩阵 ， 刀 为 传递 阵 (一 般 情 况 下 为 0O， 只 有 n 和 m 维 数 相同 时 ，D 为 nxm 维 )。 系 统 的 
传递 函数 矩阵 式 (1.33) 用 式 (1.108) 来 描述 。 






































(1.107) 

















num|s” Be s] 
G(s)=C(sI— A) Sam (1.108) 
en|s 8 此 -党 





在 MATLAB 仿真 时 ，num 表示 传递 函数 矩阵 分 子 的 系数 矩阵 ， 其 维 数 是 Px(z+D， 
den 表示 传递 函数 矩阵 最 小 公 倍 式 的 系数 向 量 ， 其 系数 按 s 降 寡 排列 。 若 在 SISO 系统 
中 ， 传 递 函 数 矩 阵 GC(s) 退 化 为 传递 函数 ，num 表示 传递 函数 矩阵 分 子 多 项 式 的 系数 向 
量 ，den 表示 传递 函数 矩阵 分 母 多 项 式 的 系数 向 量 ,或 者 说 SISO 系统 的 num 和 den 均 
是 1x(a+D 和 矩阵 。 

MATLAB 软件 是 由 美国 Mathwork 公司 于 1986 年 推出 的 ,目前 已 升级 到 2019b 版 本 。 
MATLAB 是 MatrixLaboratory 的 缩写 , 是 一 种 进行 科学 和 工程 计算 的 交互 式 程序 设计 语言 
软件 ， 它 具有 智能 化 程度 高 、 灵 活 和 编程 效率 高 的 优势 ， 并 具有 强大 的 仿真 功能 。 它 具有 
三 大 功能 : 其 一 是 具有 各 个 领域 的 数 百 个 范例 演示 DEMO， 可 帮助 大 家 理解 程序 和 编程 
技巧 ， 其 二 是 面 对 框 图 的 仿真 Simulink， 可 以 对 简单 系统 按照 环节 划分 ， 像 搭 积木 一 样 
对 系统 进行 仿真 ， 既 简便 又 直观 ， 其 三 是 MATLAB 的 file.m 编程 ， 这 种 软件 编程 适用 于 
各 种 系统 的 仿真 ， 特 别 是 对 复杂 的 非 线性 系统 、MIMO 的 多 变量 系统 的 仿真 更 能 显示 出 
MATLAB 强大 的 运算 功能 优势 ， 在 这 方面 ， 它 比 其 他 的 高 级 计算 机 语言 (如 Visual C++、 
Visual Basic) 编 程 、 绘 图 更 简便 、 省 时 。 

MATLAB 常用 指令 有 很 多 ， 这 里 只 对 本 章 用 到 的 指令 功能 给 予 解释 。 

ss2tf 和 tf2ss 是 互 为 逆转 换 的 指令 。 

ss2tf: 其 功能 是 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 矩阵 。 

格式 ，[num,den]=ss2tf(A,B,C,D,iu); 其 中 in 指 系统 的 输入 。 

tf2ss: 其 功能 是 传递 函数 矩阵 转换 成 状态 空间 模型 。 

格式 : [A,B,C,D]=tf2ss(num,den)。 

这 里 对 传递 函数 矩阵 分 子 的 系数 矩阵 num 和 传递 函数 矩阵 的 最 小 公 倍 式 的 系数 向 量 
den 进一步 说 明 。 例 如 ， 对 SISO 系统 
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Y(s) 49 十 292 二 5s 十 1 
U(s)  s% 二 2s 一 6s2 十 12s 一 8 
对 应 的 num 向 量 和 den 向 量 为 
num=[0 0 4 2 5 1] 
den=[1 0 2 -6 12 -8]。 
必须 注意 num 向 量 和 den 向 量 维 数 要 相同 , 在 传递 函数 的 分 母 和 分 子 按 s 降 寡 排列 缺 
项 处 补 0。 所 给 系统 为 5 阶 系 统 ， 即 n=5 且 num 向 量 和 den 向 量 维 数 为 n+1=6。 
对 于 多 输出 系统 ，num 为 乙 x 普 矩阵 。 例 如 单 输入 二 输出 系统 的 传递 函数 矩阵 为 
1 3s: +1.5s 十 2 
2s 十 9 十 28 十 3s 十 4|493 十 呈 十 5s 十 3 
对 应 的 num 和 den 分 别 为 
num=[0.0 0.0 3.0 1.5 2.0 
0.0 40 1.0 5.0 3.0]; 
den=[2.0 1.0 2.0 3:0 4.0]; 





G(s) 








G(s)= 















































[ 例 1.21] 已 知 SISO 系统 的 状态 空间 表达 式 为 
高 0 1 0 1 省 
=|10 0 + 3 lu, y= 0 中 
斋 =4 3\z2INs =6 
采用 MATLAB 的 file.m 编程 求 系统 的 传递 函数 。 











[ 解 ] 由 于 系统 是 SISO 系统 ， 设 将 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 矩阵 的 格式 
[num,den]=ss2tWA,B,C,D,i) 中 的 输入 iu 为 1。 

程序 : 

A=[0 1 0;0;0 1;-4 -3 -2]; % 首 先 给 A、B、c、D 阵 赋值 

B=[1;3;-6]; 

c=[1 0 0]; 

D=0; 

[num, den]=ss2tf (A,B,C,D,1) $ 将 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 


程序 运行 结果 : 


num = 

0 1.0000 5.0000 3.0000 

den = 

1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 


从 程序 运行 结果 得 到 系统 的 传递 函数 为 : 
G(s)= S +Ss+3 
5 +25 +3s+4 





[ 例 1.22] 已 知 系统 的 传递 函数 为 G(s) = 一 +55+3  ， 求 系统 的 状态 空间 表达 式 。 


ss+2s*+3s+4 














[ 解 ] 由 传递 函数 矩阵 转换 成 状态 空间 模型 的 格式 : [A,B,C,D]=tf2ss(num,den)。 
num =[0 1 5 3]; s 给 num 赋值 时 ， 在 系数 前 补 0， 使 num 和 den 赋值 的 个 数 相同 


den =[1 2 3 4]; 
[A,B,C,D]=tf2ss (num, den) % 将 传递 函数 转换 成 状态 空间 模型 


程序 运行 结果 : 


A= 
2 -3 -4 
1 0 0 
0 . 0 
B= 
Ye 
0 
0 
C = 
1 5 3 
D= 
0 


从 而 可 见 ， 例 1.22 是 例 1.21 的 逆 运 算 过 一 个 系统 的 状态 空间 表达 式 并 不 唯一 ， 虽 然 
例 1.22 与 例 1.21 中 的 4、B、C 阵 不 同 ， 人 得 其 对 应 的 传递 函数 是 一 样 的。 可 利用 下 面 的 程 
序 对 上 述 结果 进行 验证 。 


A =[-2 -3 -4;1 .0 0; 0 0];  % 首 先 给 A、Bs Cc、D 阵 赋值 

B =[1;0;0]; 

elt 3 \ 

D=0; T 

[num, den]=ss2tf (A，B，C，D,1)  S% 将 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 


程序 运行 结果 与 例 1.22 所 给 的 传递 函数 完全 相同 。 


[ 例 1.23] 多 输出 系统 的 状态 空间 模型 如 下 ， 试 编程 序 求 系统 的 传递 函数 矩阵 。 


























ee 1 | 
Tt 1 0 0 十 |0 和 
雹 |= hb u, = 这 
Ee YG 1 地 
SS 0 1 0lx| [0 汪 











[ 解 ] 在 MIMO 系统 的 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 矩阵 时 ， 应 根据 系统 的 输入 、 输 
出 维 数 ， 正 确 确定 传递 阵 九 的 维 数 。 

程序 : 

A=[-2 -1 -3;1 0 0;0 1 0]» 5 首先 给 多 输出 系统 A、B、C、DD 阵 赋值 

B=[1; 0; 01; 

GET a dn 


D =[0; 0]; 
[num, den]=ss2tf(A, B, C, D, 1) s 将 状态 空间 模型 转换 成 传递 函数 矩阵 














程序 运行 结果 : 





num = 
0 2.0000 3.0000 1.0000 
0 1.6000 1.0000 1.2000 
0 0 0 0 
den = 
1.0000 2.0000 1.0000 3.0000 
所 以 系统 的 传递 函数 矩阵 为 
这 
dss ; . 2 el 
den s 二 2s 二 +s 十 3|1.6s* 二 s 十 1.2 
2 
[ 例 1.24] 系统 的 传递 本数 了 为 G0) -31755| 全 向 | Ra 
S +2S +Ss+30],6s +s+1.2 


空间 模型 。 

[ 解 ] 所 给 系统 为 单 输入 双 输 出 系统 ， 在 传递 函数 窍 阵 的 num(s) 中 ， 两 个 s 的 多 项 式 
同 阶 ，num=[2 3 1; 16 1 1.2] 的 两 行 长 度 相同 。 
程序 ， 

num=[2 3 1; 1.6 1 1.2]; 守 赋值 ” 

den= [1 2 1 3]; NA 

[A, B,C,D]=tf2ss (numraen) SS 将 多 输出 系统 的 传递 函数 矩阵 转换 成 状态 空间 模型 

程序 运行 结果 所 得 到 的 状态 空间 模型 的 4、B: Cs D 完全 与 例 1.23 相同 。 必 须 注 
意 ， 当 传递 函数 矩阵 的 num(s) 中 s 的 多 项 式 不 是 同 阶 时 ， 写 num 阵 时 ,在 各 行 的 元 素 前 补 
0， 使 各 行为 相同 长 度 。 





1.7 小 结 


本 章 是 全 书 的 理论 基础 。1.1 节 强 调 了 状态 空间 法 的 基本 概念 和 状态 空间 模型 的 一 般 
形式 ， 并 阐述 了 对 系统 建立 状态 空间 表达 式 的 方法 。 其 难点 在 于 对 概念 的 理解 ， 为 了 帮助 
读者 克服 这 一 困难 ， 列 举 了 多 种 不 同 物理 性 质 系统 的 例子 。1.2 节 给 出 了 几 种 常用 的 状态 空 
间 模 型 的 标准 型 ( 即 能 控 、 能 观测 、 对 角 及 约 当 标准 型 ) 及 其 状态 结构 图 ， 从 而 可 以 更 直观 
地 理解 数学 模型 的 物理 意义 。1.3 节 和 1.4 节 则 和 古典 控制 理论 的 数学 模型 相 结 合 , 讨论 了 
连续 系统 和 离散 系统 的 数学 模型 转换 ， 使 读者 加 深 对 概念 的 理解 。1.5 节 介 绍 了 状态 空间 
的 坐标 变换 关系 ， 以 及 利用 坐标 变换 求 系统 特征 值 规范 型 的 方法 。1.6 节 是 基于 MATLAB 
的 数学 模型 转换 ， 使 状态 空间 模型 和 传递 函数 矩阵 之 间 复 杂 的 转换 变 得 简单 直观 。 其 中 基 
本 概念 和 数学 模型 的 转换 是 本 章 的 重点 。 



















































































1.8 习题 


| 第 1 章 状态 空间 模型 








1.8.1 简 述 状态 空间 法 中 的 术语 :什么 是 状态 ?什么 是 状态 空间 ? 
1.8.2 一 网 络 系统 如 图 1.13 所 示 ， 设 uc 和 i 为 状态 变量 。 试 求 系统 的 状态 方程 。 


R 


u 











1.8.3 已 知 系统 的 状态 空间 
wh P| 
i) 14 3 lo 

i] [-4 1 os 
CO) ll=|0 -4 0 
zs| [0 0 -zl 





试 绘 出 系统 的 状态 空间 图 。 
1.8.4 已 知 系统 的 状态 空间 











i] [-2 1 0 
( lil=|0 -2 41s 
元 | |0 0” 2x 
i] [2 144a] fl 
C) | 吉大 po 2 ollx,l+l3 
tz| 10 0 Us 1 
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图 1.13 第 1.8.2 题 图 



































nn 
y=[0 中 | 
,和 y] [1 0 oll™ 
A | 本 
十 |1 0 中 读 站 = 0 二 
i. EF 为 
0 gy 
+lOlla] y=[152° 0]|x, 
1 为 
0 品 
网 y=[3 5 ls, 
LA 
1] 入 











试 计算 系统 的 传递 函数 和 矩阵， 并 用 MATLAB 编程 求 系统 的 传递 函数 矩阵 ， 验 证 计算 结果 。 











1.8.5 已 知 系统 传递 函数 矩阵 为 

0) G5) = _ 3s+5 7 Y(s) _ 2s +3s+5 
U(s) (s+3)'(s+2) U(s) (s+4)(s+D(s+2) 

G) GG)= 1 s+4s +2s+2 




















$4 十 25 十 357 十 





2| 3s: 二 s 二 1 


试 分 别 用 传递 函数 矩阵 的 状态 空间 模型 和 MATLAB 数学 模型 转换 的 方法 求 系统 的 状态 空 


间 模 型 。 





提示 : 在 s 的 多 项 式 有 缺 项 时 要 补 0; MIMO 系统 的 num 短 阵 要 补 0 使 其 长 度 相 同 。 





第 之 章 
线性 系统 的 运动 分 析 


系统 状态 空间 模型 的 建立 为 分 析 系 统 的 行为 和 特征 提供 了 可 能 性 。 系 统 分 析 包含 定性 
分 析 和 定量 分 析 : 定性 分 析 主 要 研究 系统 的 稳定 性 、 能 控 性 与 能 观测 性 等 一 般 性 质 ， 定 量 
分 析 主要 研究 系统 在 外 部 激励 作用 下 的 响应 特性 。 

本 章 研 究 状 态 空间 模型 描述 下 线性 系统 的 运动 行为 ， 即 对 线性 系统 进行 定量 分 析 ， 求 
出 系统 的 状态 响应 和 输出 响应 ， 并 给 出 了 利用 MATLAB 求解 的 例子 。 


























2.1 线性 定常 系统 状态 方程 的 解 


考虑 线性 定常 系统 

xX(D)= Ax(t)+ Bu(t) 

A EX, 三 和 [CBD 
式 中 ，x(DER'",x(D)ER7" 。 

分 析 系 统 的 运动 行为 ， 就 是 要 分 析 系 统 的 状态 变量 随时 间 变 化 的 规律 。 从 数学 上 看 ， 
可 以 归结 为 给 定 初始 状态 xy 和 输入 u(1) ,求解 状态 变量 x(1) 的 问题 。 由 于 线性 系统 满足 登 
加 原理 ,初始 状态 ,和 输入 u(t) 对 系统 的 作用 可 以 分 别 考虑 ， 因 此 系统 的 状态 响应 可 分 解 
为 两 个 独立 的 响应 之 和 , 即 由 初始 状态 x 引起 的 自由 运动 和 由 输入 u(t) 作 用 引起 的 强迫 运 
动 , 对 应 的 数学 描述 分 别 为 齐 次 方程 和 非 齐 次 方程 . 以 下 将 按 此 思路 对 系统 进行 运动 分 析 。 
2.1.1 ” 章 次 状态 方程 的 求解 

考虑 1, =0 时 ， 初 始 状态 引起 的 自由 运动 ， 即 u(t) 三 0 ， 则 方程 (2.1) 变 为 


x(t) = Ax(?) 
x(0)= x 





























1=0 (2.2) 








在 解 此 矩阵 齐 次 微分 方程 之 前 ， 先 复习 一 下 标量 微分 方程 的 情况 。 对 标量 微分 方程 
ss 


二 
x(0) =x, 1 二 0 





其 解 为 


站 三 6 
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其 中 
e" 二 1 十 at 十 Lap lope... La 
2! 3! ik! 
称 为 指数 函数 。 
仿照 标量 指数 函数 ， 定 义 矩 阵 指数 函数 
Al 272 | 373 证 kk 
e 7 十 全 二 五 4 tA + DT (2.3) 

















结论 2.1 由 方程 (2.2) 所 描述 的 齐 次 状态 方程 的 解 的 表达 式 为 
x0=e 0 i120 (2.4) 
式 中 ，ex = D4 称 为 矩阵 指数 函数 。 
证 明 : 对 式 (2.4) 两 边 微分 ， 可 得 
X(t)= de” xu = Ax(?) 
且 有 x(0) =e 人 内 兰 襄 
因此 结论 得 证 。 
若 对 方程 (2.2) 两 边 进行 拉 氏 变换 ， 则 有 
SX(S)~ x(0)= AX(s) 
X(s)=(sT— A)'x(0) 


故 x(1)=T"[(sT — A Jx(0) 
于 是 得 到 齐 次 状态 方程 的 解 的 另 一 种 表达 形式 ， 且 有 以 下 结论 : 
e*=L"(sT= A)'] (2.5) 


式 中 (9 一 4) 站 称 为 预 解 矩 阵 。 

在 方程 (2.2) 中 将 初始 时 间 取 为 ,=0 ,考虑 到 定常 系统 的 分 析 结 果 和 初始 时 间 的 选取 无 
关 ， 因 此 这 样 做 并 不 失去 问题 的 一 般 性 。 但 车 实际 问题 中 需要 选取 i 头 0， 那 么 此 时 齐 次 
状态 方程 的 解 的 表达 式 可 由 以 下 结论 给 出 。 

结论 2.2 线性 定常 齐 次 状态 方程 




















X(t) = Ax(t) 
x(h) = 加 1 三 0 
解 的 表达 式 为 
xD 一 ea 1=0 (2.6) 


定义 2.1 线性 定常 系统 的 状态 转移 矩阵 是 满足 如 下 微分 方程 和 初始 条 件 
更 (t 一 四 ) = 4(0) 更 (人 一)， 更 (一 太 ) 一 工 
的 解 阵 更 (! 一) 。 
很 显然 ，e4 9 满足 此 条 件 ， 故 es 称 为 线性 定常 系统 的 状态 转移 矩阵 ， 即 
更 (! 一 让) 一 ee) 。 








Gs 现代 控制 理论 基础 第 2 版 ) ”| 
_ 现 代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 加 


齐 次 状态 方程 解 的 物理 意义 是 ，e*%“) 将 系统 的 状态 从 初始 时 刻 的 初始 状态 x 转移 
到 时刻 的 状态 x(t) ， 且 x(i) 的 运动 轨 线 由 e* "唯一 地 决定 。 








[ 例 2.1] sa0O=| ,2 办 Se 中 求 系统 垂 阵 4。 


[ 解 ] 根据 状态 转移 矩阵 的 性 质 更 (f) = 4B(7) 
令 1=0，(0)=T， 从 而 有 





六 三 0| ,= d2e” 二 











6” 二 全 21 2e 2 三 着 1 
lI1=0 
—2e'+2e” 2(-2e™ +e') 0, =2 
—e'+2e™ —4e*+e”' ES 











e "包含 了 自由 运动 性 质 的 全 部 信息 。 考 虑 到 年 阵 指数 函数 e%" 在 线性 定常 系统 
运动 分 析 中 的 重要 性 ， 下 面 对 其 性 质 和 计算 方法 进行 介绍 。 


2.1.2 ”和 矩 阵 指数 函数 e” 的 性 质 





(D lime" =7。 
(2) 令 t 和 z 为 两 个 自 变量 ， 则 有 


A A ,4 Mt em 
(+t) eh ,et = Er.et 


e 
(3) e” 总 是 非 奇 异 的 ， 且 其 逆 为 
(e™) 三 e A 
(4) 对 nxn 阶 常数 矩阵 4 和 B， 若 满足 交换 律 ， 即 4B=B4， 则 有 
BI 
(5) 对 于 给 定 方 阵 4， 下 式 成 立 
(ed 六 一 et (=012…) 


(6) e” 对 1 的 导数 为 


de _ je 一 e44 
dt 

(7) 设 P 了 是 与 4 同 阶 的 非 奇 异 和 矩阵 ， 则 有 
er AP! =P- iliesp 


以 上 性 质 可 以 根据 矩阵 指数 的 定义 来 证 明 。 下 面 以 性 质 (7) 为 例 来 证 明 。 
证 明 : 根据 e” 的 定义 有 

















因为 (PAP): 一 忆 -144P 
PAPr P AP A'r 1641 

所 以 e -= i 5 = ep 

证 毕 。 

根据 以 上 和 矩阵 指数 的 性 质 ， 可 以 得 到 状态 转移 矩阵 的 重要 性 质 。 

(1) 可 逆 性 ， B71(1 一 41,)= $B(t, 一 1?) 。 

证 明 : $B(1-1)$(h 一 D)=e" .et =e®=1 

(2) 传递 性 :对 任意 b、 ti、 hh， 且 b>#>h， 有 (ft 一)$(t —/)=$(b 一 四 ) 。 

证 明 :; $B(t, 一 1)B(h 一 1)=e Ve) =et: = $(, —h) 

状态 转移 矩阵 具有 可 逆 性 ， 反 映 了 状态 传递 的 可 逆 性 ， 传 递 性 反映 了 状态 的 传递 是 可 
以 分 段 进行 的 。 
2.1.3 ”矩阵 指数 函数 e” 的 计算 方法 

1. 级 数 展开 法 

根据 矩阵 指数 的 定义 求解 e*。 

L 


et “7 二 十 页 AT A+ = i 


tik 

















这 种 方法 用 乘法 和 加 法 即 可 求 出 e"， 用 计算 机 计算 时 ， 程 序 简 单 ， 容 易 编 写 ， 但 一 
般 不 易 写 出 解析 式 ， 不 适 于 手工 运算 。 


fr an 4 HO 1) Ro 
[ 例 2.2] eimai 站 求 e*。 


Nd 
[ 解 ] 由 于 4 -= 了 4 -hb ‘| 4 -| | 
因此 














e” =I1+At+L A 十 上 4 十 … 
2! El 


1 0 1 Lo 2), 21010 4]， 
加 十 1 十 二 已 十 一 十 
0 1 0 2 2|0 4 3!110 中 
人 
1 上 十 丰 十 全 下 十 … 
3 


0 L227 + AP + 





2. 拉 氏 变换 法 
根据 时 三 三 '[( 一 4)"'] ， 先 求 出 预 解 和 矩阵 ( 江 一 4 ， 便 可 求 出 et 。 
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CS stoma 
当 4 维 数 较 高 时 ， 直 接 求 逆 比 较 困 难 ， 法 捷 耶 夫 (Faddeev) 给 出 了 一 种 递 推算 法 。 
信 GT_ 471= adj(sx 一 4) _ T's™ +T,s” ++T, ,s+T, 









































B17-4 +as" + s+a, 人 
其 中 adj(sT 一 4) 是 矩阵 (sT 一 4) 的 伴随 矩阵 ， 工 ,和 a 由 以 下 迭代 公式 求 出 。 
取 研一 7 
则 元 三 = 人) (i=1,2,3,.…,n) 
1 


T=AT, ,+a (=2,3,..,n) 
式 中 tr 表示 求 和 矩阵 的 迹 , 即 矩阵 对 角 元 素 之 和 。 和 迭代 结果 的 正确 性 可 以 用 卫 ,,, =0 来 验证 ， 
若 卫 ,天 0， 则 计算 必 有 误 。 


























在 _ 10 1 aA 
[ 例 2.3] am4= 站 求 6*。 


[ 解 ] 方法 一 : 利用 公式 求 预 解 矩阵 。 






































a 村 1 s—2 1 
(7 一 4 = 一 
Q LS 3 一 2s| 0 5s 
方法 二 : 利用 式 (2.7) 递 推 公式 求 预 解 矩 阵 。 
0 1ll1 0 
T=1 aa 小 小 = 
一 2 1 1 
r=Arefor lo | 0 (A 
代入 式 (2.6) 得 
Cr A +tT -1 | je 路 1 ls-21 
s+ast+a, s —2sll0 1 @ OF w= 
所 以 
1 1 
La 一 
eT A sa ae | 
0 1 0 8 
一 之 





3. 饥 莱 一 哈密 尔 顿 (Cayley-Hamilton) 法 




















这 种 方法 利用 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 ， 参 照 e” 的 无 穷 级 数 表 对 矩阵 4 的 有 限 项 之 和 进行 
计算 。 
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对 给 定 mxz 常数 阵 4， 其 特征 多 项 式 为 
|sT—4l=s" 十 is" 十 … 十 Qs 十 a 
根据 凯 莱 一 哈密 尔 顿 定理 ， 和 矩阵 4 必 满 足 其 自身 的 零 化 特征 多 项 式 ， 即 
A +taAd™ ++ta, A+aT=0 
@4 与 4 的 特征 值 具 有 同等 地 位 ，@ 4" 可 表 为 4 ,4 ,4 的 线性 组 合 ， 即 


A =-aA"™" a, A-al 
而 
A™'=A:A"=A:(-aA"'—…—a, A—a,D) 
=—a(-aA"™' —…—a, A—aD) -aA"™' -a —a,A 


=(af —a)A" "++ (da — a) A+aaT 
A"' 也 可 表示 为 4""',A4”“,…,4,T 的 线性 组 合 ， 由 此 可 归纳 出 4",4"",4"*?,… 都 可 表 
示 为 4"1,4"…,4,T 的 线性 组 合 ， 因 而 er 地 六 守土 A2P 寺 上 A 十 … 也 可 由 A471!， 
2! 3! 
A"?,…, A,1 线 性 表示 ， 设 




















ev=0(DT+a( Ata A + + 1() A" (2.8) 


w 人 是 待定 系数 ， 这 样 求 6 的 问题 就 转换 为 如 何 求 待定 系数 的 问题 。 下 面 按 4 的 特 
征 值 形态 分 两 种 情况 讨论 。 

(1)4 有 nn 个 互 异 特征 值 ; 设 4 的 特征 值 为 为 罗 ,…， 加 ， 由 于 4 的 特征 值 与 4 具有 同 
等 地 位 ， 将 n 个 特征 值 代入 式 (2.8)， 得 到 -n 个 独立 方程 ， 联 立 求解 可 以 唯一 确定 n 个 待定 
系数 a,(t) ， 其 解 的 形式 为 

















ou(D) 1 1 RR Wem 
a | | hb 2 | le* 


a DO] 1 | 人 


nA n 




















(2) 4 有 重 特征 值 时 , 用 上 面 方法 得 不 到 个 独立 方程 , 因此 必须 增加 一 些 方程 来 构成 
个 独立 方程 ， 下 面 举 例 说 明 其 具体 做 法 。 
设 4 的 nn 个 特征 值 中 ，% 为 m 重 根 ， 其 余 n 一 m 个 根 为 互 异 特征 值 ， 即 


和 
过 











将 n 一 m 个 单 根 代 入 式 (2.8) 后 ， 得 到 一 m 个 独立 的 方程 如 下 。 


e” =a (DT+a(D + + t(D (i=m+lm+2,,n) (2.9) 
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将 4 代入 方程 后 ， 得 到 下 式 





Ee = +a + 人 (入 二 二 GD (2.10) 
上 式 对 4 求 一 次 导数 ， 得 到 一 个 方程 ; 求 m 一 1 次 导数 ,， 便 可 得 到 m 一 1 个 独立 方程 。 将 
这 m 一 1 个 方程 与 式 (2.9)、 式 (2.10) 联 立 求解 ， 即 可 求 出 n 个 待定 系数 a(1) 。 
设 4 的 特征 值 中 ， 思 为 三 重 根 ， 刀 为 二 重 根 ， 其 余 为 单 根 ， 则 其 解 的 表达 形式 为 


上- A 局 














1 沟 a 洲 本 eu 
[ad] lo 1 po i oD jn 1 ie 
a 1 1 
0 DD | | Law 
Wu | 全- 
CD 四 1 
as(D 生生 
QD) | |1 em 
上 ef 
QlD ; : : 
L1 CA 入， CA 3 | L 时 和 J 











0 Ne 
[ 例 2.4] 4 站 求 ev 。 


[ 解 ] | 和 一 | 入 一 22。 
所 以 有 4 =0NM =2。 


根据 式 (2.8) 有 
e” =a())+a():0 
e” =a(l) +a():2 
解 之 得 


a(t)=1, a()=23(e"—D 


=o(DT+ OO4=|! le pl , 
| 


02 





下 
1 二 (ez 一 ! 
2 ) 
0 e2 
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0 1 0 
[ 例 2.5] 已 知 4=|0 0 1|, 求 e* 
2 3 0 
14 -1 0 
[ 解 ] 7 一 4=|0 4 -l=2-34-2=(4+1) (1-2) 
-2 -3 1 
所 以 有 六 三 2， 因 三 轴 三 =15 
则 e* =0(0) + (Dh + aD) 


e* =0(0) +a(D)h +a,(D) 
te” = a(t)+20,(D) 
代入 办 和 厂 ， 联 立 求解 上 三 式 ， 得 





om [1 2 4T |e” etCTS8e 十 6le 
w(D|= -1 1 e SN 2e” 一 2 十 3te- 
wD) I0 1 -2 le Ee”*—e'—3te" 








e* =a (DT+a()A+o, (DA 














1 0 0 0 1 0 
= (ex + 8ewF6re™)|o 1 ol+ 工 Cax Ne" +3te-0 0 1 
3 0 0 1 2 久光 
0 1 0l0 1 0 
PA 390 0 10 0 1 
2 230230 














e+(8+6t)e' 2e”+(-2+3D)e’ 时 一 (1 十 3De7 
= 二 | 2ez 一 (2 十 6D)e” 4e”+(5—31)e’' 2e”+(-2+31)e” 
4e” 十 (4 十 6t)e 8e” 十 (一 8 二 30e 4e” 十 (5 一 30e 


4. 非 奇 异 变换 法 

将 一 般 的 4 矩阵 转换 为 对 角 阵 或 约 当 阵 后 ， 再 求 e*。 

若 4 为 对 角 阵 或 约 当 阵 时 ， 其 矩阵 指数 可 直接 写 出 ， 即 
站 


着 4=| “.， |， 则 er 








3 现代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 














4 
i 
2 (a—D! 
和 
TL 汪 
作 二 2 
若 J= 4 国 则 e = 和 六 : |” 
入 
1 
1 
A el 
ee 
34=| .| 则 ev = 
J eu 


对 于 一 般 形 式 的 4 阵 , 根据 线性 代数 知识 , 可 以 找到 一 个 非 奇 异 变换 矩阵 P, 使 忆 4 
为 对 角形 式 或 约 当 形式 ， 根 据 矩 阵 指数 的 性 质 (7)… 下 式 成 立 。 

e*==Per rp-! 

因而 可 以 通过 非 奇异 变换 求 得 e 

如 何 选取 非 奇异 变换 矩阵 己 呢 公 下 面 分 两 种 情况 讨论 。 

(1) 4 有 nn 个 互 异 特征 值 ; 对 应 的 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 可 以 由 下 式 求 得 
(1-Ap=0 (i=L,23,.°,n) (2.11) 
折 个 特征 向 量 构 成 的 矩阵 了 P=[p， p，*” ps] 非 奇异 ， 且 有 

秽 


P"'AP= 














四 
为 
当 4 有 nn 个 互 异 特征 值 时 ， 一 定 可 以 通过 非 奇异 变换 将 其 变换 为 对 角 标准 形式 。 
(2) 设 4 的 n 个 特征 值 中 有 重 根 时 ， 若 能 通过 式 (2.11) 求 出 n 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 
则 也 能 通过 非 奇 异 变 换 将 其 变换 为 对 角形 式 。 一 般 情况 下 ， 只 能 变换 为 约 当 标准 形式 。 下 
举例 说 明 。 设 4 的 nn 个 互 异 特征 值 中 丸 为 g 重 根 ， 其 余 n 一 g 个 根 为 互 异 特征 值 ， 即 
hh CL EE 为 


























设 对 应 4， 由 式 (2.11) 可 求 得 的 1 个 线性 无 关 的 特征 向 量 ， 表 示 为 pp， 还 需要 由 下 式 
求 gq 一 1 个 广义 特征 向 量 。 











QI-Apn=-p (=1,2,3,.…,9-1) 
对 应 n 一 g 个 单 根 ， 由 式 (2.11) 可 求 得 的 线性 无 关 的 特征 向 量 有 ng 个 ， 表 为 
psp,i2…p，， 由 此 可 以 构成 非 奇异 变换 阵 
P=|p p, * pIp, * 由] 









































第 2 章 线性 系统 的 运动 分 析 








且 有 
必 1 
| 
1 1 | 
| 
1 1 
| 
PIAP=| 4 


1 
特别 地 ， 当 4 矩阵 是 友 矩 阵 形式 时 ， 非 奇异 变换 阵 可 以 由 其 特征 根 直接 构成 。 若 4 有 
nn 个 互 异 特征 值 和 4 罗 …，， 则 以 下 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 和 矩阵 可 使 4 对 角 化 。 
| 


CL 
车 4 有 重 特征 值 , 以 为 三 重 根 并 对 应 有 一 个 独立 的 特征 向 量 p =|1 为 … 关中， 
九 为 二 重 根 并 对 应 有 一 个 独立 的 特征 向 量 记 =[L 入 … po 其 余 为 单 根 为 例 ， 其 变 
换 阵 可 写 为 








已 _ 0 1 by A 
[ 例 2.6] en 站 求 e”。 








[ 解 ] 由 例 2.3 已 求 出 和 4=0,4 =2。 
对 四 =0， 求 特征 向 量 














4 -lp 
wm 


解 得 p=[ 0] ， 同 理 求 得 p, =[ 2] 








1 | sk sd M2 1 
以 P= 各 ， 其 道 阵 为 PE- 一 工 
所 以 [p, 2p;] 6 | 逆 阵 为 站 | 
区 1l2 -Ho af loo 
P AP=— 一 
2|0 1jlo 2lo 2| [0 2 
; 1 yx 
4 一 Per Amp-! ll lle" ， 2 一 本 1 pA —D) 
2|0 2 el0 1 0 
































于 本 例 中 ，A4 是 友和 矩阵 形式 ， 故 变换 阵 P 可 直接 写 出 。 





















































010 
[ 例 2.7] 已 知 4=|0 0 1|, 求 e* 
名 0 
解 ] 由 例 2.5 已 求 出 和 =2， 多 = 入 = 一 1。 
于 4 是 友和 矩阵 形式 ， 注 意 到 有 重 根 ， 可 直接 写 出 变换 阵 P 。 
| 
P=|2 -1 1 
过 下 2 
其 逆 阵 为 
ji 
P- -Js -2 -1 
3/ 和 
1 1 0]e” 1 3 
er=pe™ wp 让 洒 : 观 e te'l8s -2 -1 
4 TS | 














e* +(8+6t)je™ > 2e” +(-2+3)e ee 一 (1L+3De7 
= 二 | 2e” 一 (2 干 6De” 4e” 十 (5 一 约 e- ~2e” 十 (一 2 十 3De7 
4e”(—4+6t)e' 8ez 十 (一 8 十 30e 4ez 十 (5 一 3De- 


2.1.4” 非 齐 次 状态 方程 的 求解 


考虑 四 =0 时 ， 初 始 状态 为 零 的 线性 定常 系统 的 强迫 运动 方程 
X(t) = Ax(1f)+ Bu(lt) 
x(0)=0 
式 中 ，x(1) ER’”, ul!)eER”。 
求解 状态 响应 ， 就 是 要 求解 这 个 非 齐 次 方程 。 将 状态 方程 作 如 下 变形 
X(t) — Ax() = Bulit) 


120 (2.12) 





上 式 左 乘 e“ 整理 可 得 
eM) = A = Sle “xO=e "Bul) 
对 上 式 从 0 到 1 进行 积分 ， 得 到 
er4[x(D) — xOl=| Bu(r)dr 
考虑 到 x(0) =0， 并 将 上 式 两 边 左 乘 c*， 就 得 到 如 下 结论 。 











结论 2.3 由 方程 (2.12) 所 描述 的 非 齐 次 状态 方程 解 的 表达 式 为 
x()=| soBu(ndr 10 (2.13) 
进一步 ， 考 虑 t 过 0， 那 么 方程 (2.12) 所 描述 的 系统 的 非 齐 次 状态 方程 解 的 更 一 般 表达 
形式 为 
x(D) = | ef Bu(rjdr 1 二 (2.14) 
同时 考虑 初始 状态 xs 和 控制 作用 u(t) 的 线性 定常 系统 的 运动 规律 ， 即 状态 方程 
xX(D)= Ax(1)+Bu(t), x(0)=x%, t=0 
解 的 一 般 表达 式 可 由 式 (2.4) 和 式 (2.13) 且 加 而 得 到 ， 因 此 给 出 如 下 结论 。 





























结论 2.4 线性 定常 系统 在 初始 状态 x, 和 控制 作用 u(r) 同时 作用 下 的 状态 运动 的 表达 
式 为 
x() =erx + eBu(Ddr /20 (2.15) 
当 轴 关 0 时 ， 其 表达 式 为 
x(W=e +] eBuDd rn (2.16) 


式 (2.15) 或 式 (2.16) 在 物理 上 的 含义 是 系统 的 运动 由 两 项 组 成 : 第 一 项 是 初始 状态 的 转 
移 项 ， 第 二 项 为 控制 输入 作用 下 的 受 控 项 。 正 是 由 于 受 控 项 的 存在 ， 提 供 了 通过 选取 适当 
的 ul) 使 状态 x() 的 运动 轨迹 满足 期 望 要 求 的 可 能 性 。 控 制作 用 是 否 对 所 有 状态 产生 影响 
判断 ， 这 就 是 第 3 章 将 要 介绍 的 能 控 性 问题 。 
























[ 例 2.8] 已 知 系统 方程 为 














2=| “种 O=| 
X= 中 us, x(0)= 

0 -2 ll 3 
y=[1.5 0.5]x 


求 当 (1)w(?) =0; (2) u(t)=1() 时 ， 系 统 的 状态 响应 和 输出 响应 。 








[ 解 ] 首先 求 状态 转移 矩阵 ， 由 于 4 是 对 角形 式 ， 所 以 e* = 











a | [Ope 
-2|° 








(1) 当 w(D=0 时 
26” 


和 = 
X(t)=e"'%, = Se 








| 








e™ 
er 


yp()=[1.5 0.5]x() =3e 十 1.5e 
(2) 当 w()=1(D) 时 


ehear 1l-e” 
he Bundr=| 二 
eerdr 本 ) 
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2er: 1 一 e7 l+e” 
四 一 eax + [ern8 | 上 A 
X( 人 一 e 为 | xzrjdr [| la_e”) 1(01+5e*) 
2 
yD)=[15 05jx()=7+3e +ie > 





2.2 ”线性 时 变 系统 状态 方程 的 解 


2.2.1 ”线性 时 变 系统 的 状态 转移 矩阵 
对 于 线性 时 变 系统 
xX(D) = A xX(D+B(u(), x(h)= x t Eft,t,] (2.17) 
式 中 ，x(1) ER’”,u(1)eER”。 
当 w(t) 三 0 时 ， 其 自由 运动 可 由 下 面 的 齐 次 状态 方程 描述 


X(t) = A(DxX(f), x(t)= x 后 欧 远 ] (2.18) 
定义 2.2 线性 时 变 系统 的 状态 转移 矩阵 是 满足 如 下 矩阵 微分 方程 和 初始 条 件 
B14) = ADEBLH), Bi,t)=17 (2.19) 
的 解 阵 外 (1,1,)。 
2.2.2 ”线性 时 变 系统 状态 方程 求解 
由 于 


SB )x(o 有 = A EB, )x(1) 


令 x(D) = (6)x(%)， 则 有 
xX(1) = A(D)x(N) 
由 此 得 到 以 下 结论 。 
结论 2.5 方程 (2.18) 描 述 的 线性 时 变 系统 齐 次 状态 方程 的 解 的 一 般 表 达 形 式 为 
xX(1)= B(t,t )x(t,) | 

其 物理 意义 是 : 年 (1,4) 将 系统 的 状态 从 初始 时 刻 的 初始 状态 x 转移 到 + 时 刻 的 状态 
XxX(t) ， 且 x(t) 的 运动 轨 线 由 更 (4) 唯 一 地 决定 。 

更 (1 ) 的 表达 式 为 


B01)=I+ | 4(r)dr+ | Aln, 站 Alt, ye, en + (2.20) 











此 式 的 正确 性 ， 可 通过 判断 其 满足 式 (2.19) 的 方程 和 起 始 条 件 而 得 到 证 实 。 
设 式 (2.18) 的 n 个 线性 无 关 的 解 向 量 为 y (1)，y,(?)，…，y,(D) ,以 其 构成 下 列 基本 解 


阵 > (0) 。 
DD=mD) wD wy,0)] 
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由 于 基本 解 阵 满足 式 (2.18)， 即 
> DO=40> (0 

进而 有 

DW= B10) (Cn) 

B11)= > DD (n) (2.21) 
事实 上 状态 转移 矩阵 可 看 作 当 》 (4 三 7T( 初 态 为 自然 基底 ) 时 的 特殊 基本 解 阵 。 

式 (2.20) 和 式 (2.21) 出 发 ， 可 以 导出 状态 转移 的 重要 性 质 。 

(1) 可 道 性 ;$71(1,4)= $(1,1) 。 
(2) 传递 性 : 对 任意 6,t,h， 且 ty >t >h， 有 (5,1)$(t ,1)= Bb,t)。 
(3) 当 4(D) 给 定 后 ，B(1,) 是 唯一 的 。 























[ 例 2.9] 已 知 线性 时 变 系 统 = 4(Dx ， 其 解 如 下 。 
0 0 _ [2 下 有 2 
i x0= 上 i so=| 他 :0=| | 


求 系统 的 状态 转移 矩阵 。 
[ 解 ] 从 x(D) = 更 (tn)x() ， 可 以 写 出 下 列 方程 


0 2 0 2 
Ta -so 到 


当 x(1,) 一 








所 以 
1 0 


0 2 lo 2 
zt- gk 9 he 1 


根据 以 上 分 析 可 以 看 出 ， 线 性 时 变 系统 的 状态 转移 矩阵 和 线性 定常 系统 的 状态 转移 矩 
阵 是 相 类 似 的 ， 但 应 注意 到 它们 的 重要 区 别 。 
(1) 线性 定常 系统 的 状态 转移 矩阵 只 与 (1 一 4) 的 时 间 差 有 关 ， 故 记 为 (1 一) ， 而 线 
性 时 变 系统 的 状态 转移 矩阵 与 [i,t] 的 区 间 有 关 ， 其 值 依赖 于 #, ， 故 记 为 更 (tm) 。 
(2) 线性 定常 系统 的 状态 转移 矩阵 通常 总 可 以 写成 闭合 形式 更 (一 四 ) 一 ef ， 而 时 变 
系统 的 状态 转移 矩阵 往往 无 法 求 得 闭合 形式 。 分 析 式 (2.20)， 只 有 当 
AOF 4ndr=| 4ndr40 





成 立 ， 即 4(0 和 | 4(odr 可 交换 时 ， 对 任意 时 刻 生 和 忆 才 有 
A(1)A(t,)= A(t,)A(L) 
成 立 ， 才 存在 下 列 闭合 的 矩阵 指数 形式 
B(t,h)= 


上 4(r)dr 
er 





下 面 讨论 式 (2.17) 中 所 示 非 齐 次 方程 的 解 。 
结论 2.6 式 (2.17) 中 所 示 非 齐 次 方程 的 解 的 表示 形式 为 
x() = BL) x + | "B(1,7) BWu(ndr 
证 明 : 采用 参数 变易 法 。 设 方程 的 解 为 
X(t) = B(1,1,)é(7) 


























则 
X(D) = (0,1 )E() + B11 )ED) 
= A()B(LINED) + B11) ED 
= A(x()+ E11 ED) 
而 
X(t) = A(D)x(1)+ B( u(t) 
因此 
é()= 8 (0) BOu() 
两 边 积分 
é(0=€()+| B70) Br unde 
因为 
X(1) = (0 )é(1) = (1) 
则 
X(t) = (t,t ) x(t ) + Bi,to | " $B (Tt)B(Tu(T)dr 
=B(h1) + | BB) u(r)dr 
证 毕 。 


(2.22) 


从 式 (2.22) 中 可 以 看 出 ， 线 性 时 变 系统 解 的 表达 式 和 线性 定常 系统 解 的 表达 式 有 类 似 
的 形式 ， 系 统 的 响应 分 为 两 个 部 分 ， 一 部 分 由 初始 状态 引起 ， 另 一 部 分 由 输入 作用 引起 。 





[ 例 2.10] 给 定 线性 时 变 系统 
1 


‘ i 
党 
i 


0 0 
其 中 w=1(1 一 1)， 求 系统 的 状态 响应 。 

[ 解 ] 因为 4(4)4(4,)= 4(1,)4(1)=0 
所 以 有 


二 














了 
员 5 x(D) 一 














0 1f fo 可 下 i 过 
score 人 人 sles | 十 … 一 2 
0 
5 上 :下 区- 六 dlp 
| scnDsowndr=| | 2 "es Dy | 
fo 1 0 


1 














4 1 ly 1 eh 二 
xO= 亚 (Com+| 下 (0,rB(ralrjdr=| 2 | 3 2 6 
0 1 1 一 1 








0 1 


[ 例 2.11] 计算 线性 时 变 系统 之 = x 的 状态 转移 矩阵 更 (4 如 ) 。 
1 


[ 解 ] 因为 








0 


A(1) A 加 得 
(1)A( )=| =|o se 
和 ob | 
A A(L) 2 4 
所 以 必须 按 下 式 计算 状态 转移 矩阵 (1,1,) 
B(1,0) = rt|. Aat+ A(n) 由 A(t)dr, | 








0 x 0 1 着 一 十 … 
I 韦 | P|+ S + 三 9 
wy 0 Uap 
8 2 
2.3 ”线性 定常 离散 时 间 系 统 的 运动 分 析 
对 线性 定常 离散 系统 
xX(k+D)=Gx(F)+ Huk), x(0)=x, k=0,1,2,.… (2.23) 


的 运动 分 析 ， 从 数学 上 看 ， 归 结 为 对 此 差分 方程 的 求解 ， 其 求解 方法 主要 有 两 种 : 和 迭代 法 
和 了 Z 变换 法 。 
1. 迭代 法 
将 k=0,1,2,…,k 一 1 逐次 代入 式 (2.23) 后 ， 得 到 
x(1) = Gx(0) + Hu(0) 
x(2) = Gx(l) + Hu(l) = Gx(0) + GHu(0) + Hu(]) 
x(3) = Gx(2) + Hu(2) = Gx(0) + G° Hu(0) + GHu(l) + Hu(?2) 
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天 一 1 
x( 虽 =G'x(D) 二 > G " Hu(i) (2.24) 
或 表示 为 
kl 
x(P)=G°x(0) + GE 一 7 一 D 
j=0 
2.Z 变换 法 


对 式 (2.23) 两 边 进行 2 变换， 可 得 
zX(z)— zx(0)= GX(z)+ HU(z) 
变形 得 
(zT— GX(z)= zx(0) + HU(:) 
因此 
X(z)=(z1—G) "zx(0)+(z1 -G6) "HU(z) 
对 上 式 两 边 进行 Z 反 变换 ， 可 得 
x(h)=Z [CT 一 G) "zx(0) +2 [(2T 一 G) " HU(z)] (2.25) 
结论 2.7 式 (2.23) 所 描述 的 系统 的 解 的 表达 式 为 
x(k)=G'x(0)+ Ferime) 
=2Z7"'[(zI— oj +Z '[(zT—G) "HU(z)] 


分 析 线 性 定常 离散 系统 的 解 的 表达 式 ， 有 以 下 结论 。 

(1) 解 的 形式 与 连续 系统 状态 方程 的 解 很 相似 ， 解 的 第 一 部 分 只 与 系统 的 结构 和 初始 
状态 有 关 ， 是 由 初始 状态 引起 的 自由 运动 分 量 。 

(2) 解 的 第 二 部 分 是 由 输入 的 各 次 采样 信号 引起 的 受 控 分 量 ， 其 值 与 控制 作用 x 的 大 
小 、 性 质 及 系统 的 结构 有 关 。 在 输入 引起 的 响应 中 ， 第 上 个 时 刻 的 状态 只 取决 于 上 时 刻 之 
前 的 输入 采样 值 ， 与 第 上 个 时 刻 的 输入 采样 值 无 关 。 

(3) 比较 式 (2.24) 和 式 (2.25) 知 


G*=2Z [CT 一 G) =] 




















Feu0) =27'[(z1—G)'HU(z)] 


i=0 


(4) 与 连续 时 间 系 统 的 解 对 照 ， 可 以 看 出 ， 在 离散 时 间 系 统 中 ， 状 态 转移 矩阵 为 
(A) =6" 
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下 [+D 一 GE6(D， 理 (0)= 工 


的 唯一 解 ， 具 有 前 述 状态 转移 矩阵 的 性 质 。 





[ 例 2.12] 给 定 离散 时 间 系 统 方程 和 初始 状态 如 下 ， 求 系统 的 状态 转移 矩阵 和 输入 为 单位 
阶 跃 信 号 时 系统 的 状态 响应 。 
0 1 
—0.16 一 ! 


[ 解 ] (1) i G’=Z"'[(zT -6G) >] 。 


x(k+l)= ! xX( 有 二 + | | x(0)= 

















攻 2 一 1 1 z+1 1 
(zI— G) = 
“lo16 z+1 (z+0.2)(z+0.8)|=0:16 = 
4 -上 5 NG 
3 .3 3 和 3 
|z+0.2 z+0.8 z+0.2 三 二 0.8 
_4 4 1 4 


15 |_15 3 3 
z+0.2 .2 十 08 z+0.2 z+0.8 














4002) _1(_0.8) 5(_02) _ 3500.8) 
B(h) =0" =27"[(z1 -6) 2]= 3 2 ” 后 
全 (Ws "A 区 “| ”ed 下 
0 #08) -02 +3C03) 
(2) 求 系统 的 状态 响应 。 

方法 一 : 利用 递 推 公式 。 





























io lo 1 mio 
A Noth -| os 由 

jo 1 中 [To 1J0] Nh |2.84 
x -| oi xD+ -| 0.16 站 中 [| 

[io 2.84] fl] [06 
“| 0 3 oo- 0.16 玫 | ines 


依 此 类 推 ， 可 以 得 到 状态 的 解 序列 。 
方法 二 : 利用 Z 变换 法 。 

















zx(0) 十 AU(z) 三 z|_ 











De 


2 














所 以 


_17z 22z 25z 
6 4 9 .18 
z+0.2 z+0.8 z—l 
光志 
17z _ 88z 人 
30 | 45 |_18 














z+0.2 z+0.8 2z-l 

= (一 0.2 六 十 2 (一 0.8) 十 一 
x() = es k= 
一 (一 03 二 一 (0.8 六 十 一 
30( ) 本 ) +i8 





2.4 ”利用 MATLAB 分 析 状 态 空 间 模型 


本 节 将 举例 介绍 如 何 用 MATLAB 计算 、 分 析 本 章 的 内 容 。 


加 0 1 he 
[ 例 2.13] em4=| 5 求 C*。 
[ 解 ] 本 题 用 三 种 方法 求解 3 
方法 一 源 程序 : 
外 ex2 13,1.m 


$ 状态 转移 矩阵 的 指数 矩阵 计算 法 
a=[0 1;72 -3]; s& 输入 状态 矩阵 


syms t; s# 定义 变量 

eatl=expm (a*t) 名 求 e 

运行 结果 : 

eatl = 

Wxp(l 2 rT2erplt Es exp(-t)-exp(-2*t)] 

[ -2*exp(-t)+2*exp(-2*t), 2*exp(-2*t)-exp(-t)] 
方法 二 源 程序 : 


$% ex2_13 2.m 
状态 转移 矩阵 的 拉 氏 反 变换 计算 法 


a= lO 2 3 s 输入 状态 矩阵 
syms 七 
G= inv(s*eye(size(a))-a) s# 求 预 解 矩阵 


eat2 =ilaplace(G) 求 拉 氏 反 变换 








运行 结果 : 





方法 三 源 程序 : 


[ 例 2.14] 利用 ey 并 由 态 响应 和 输出 响应 曲线 。 
[ 解 ] 源 程 序 ， se 














[ 2*exp(-t)] 
[ 3*exp(-2*t)] 
x2 = 


1-exp (-t)] 
1/2-1/2*exp (-2*t)] 


ee | 
Na | 


状 志 响 应 x1 


[ 

[ 

x 

[ exp (-t)+1] 
[eh | 
区 

3 











10 2 0 0 Ey EE 
3) 


2.1 系统 的 状态 响应 和 输出 响应 


/2*exp(-t)+7/4+5/4*exp (-2*t) 


[ 例 2.15] 利用 MATLAB 求解 例 2.12 题 。 
[ 解 ] 源 程序 : 


$$ ex2 15.m 

$ 求解 例 2.12 

G=[0 1;-0.16 -1]; h=[1;1]; ' s% 输入 系统 矩阵 
x0=[1;-1]; gs 初始 状态 


syms zn k; 
thta=inv (z*eye (size (G))-G) *z; 


thtak=iztrans (thta, kK) | % 求 状态 转移 矩阵 thtak 
uz=2/ (z-1) | 

xk=iztrans (thta*x0+thta/z*h*uz) “名 求 单位 阶 跃 响应 xk 
运行 结果 : 

thtak = > 


[ /NT/SI kL/ (=A/S) Er ed yl | 
[ -4/15*(=1/5)^k+4/15*(-4/5)^Kk; =1/3*(=1/5})^k+4/3*(=4/S5)^Kk] 
xk = 

( =17/6*(=1/5) n+t22/9*(=4/5)*nt25/18] 

[ 17/30* (-1/5) ^n-88/45* (-4/5) “n+7/18] 





2.5 小 结 


本 章 主 要 对 线性 系统 的 运动 行为 进行 了 定量 分 析 , 从 数学 上 讲 , 是 求解 状态 方程 的 解 ， 
并 引出 了 状态 转移 矩阵 的 概念 。 线 性 系统 的 解 的 表达 式 由 两 部 分 组 成 : 第 一 部 分 与 系统 的 
初始 状态 有 关 ， 是 由 初始 状态 引起 的 自由 运动 分 量 ; 第 二 部 分 是 输入 引起 的 受 控 分 量 ， 
其 值 与 控制 作用 xD 及 系统 的 结构 有 关 。 本 章 重点 讨论 了 线性 定常 系统 状态 方程 的 解 ， 对 
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其 状态 转移 矩阵 e 给 出 了 四 种 求解 方法 。 最 后 ， 举 例 介 绍 了 用 MATLAB 计算 、 分 析 本 章 
内 容 的 方法 。 








2.6 “习题 
2.6.1 用 三 种 方法 计算 下 列 算 阵 4 的 矩阵 指数 函数 ev 。 
0 省 0 1 0 
(D 站 中 C2) 4=|0 0 1 
-6 -ll -6 








2.6.2 计算 下 列 矩 阵 的 矩阵 指数 函数 e” 。 


























0 1 
1 区 1 0 0 0 1 0 
(5) 4=|0 -1 0|: (9 4=|o 1 0 RO 4=|0 0 1 
0 0 -2 0.1™% 0 0 0 
2.6.3 已 知 系统 方程 如 下 
,OI i 
x 二 SN 5 x 0 u 
y= —l]x 
求 输入 和 初 值 为 以 下 值 时 的 状态 响应 和 输出 响应 。 
1 0 
(1) u(t?)=0, xo-| (2) wu(D 一 1(0)， so 
0 
G) nD) =10), xo-|| (4) xD 三 万 1(0)， xo-|| 


2.6.4 验证 下 列 矩 阵 是 否 满足 状态 转移 矩阵 的 条 件 。 若 满足 ， 求 相应 的 状态 系数 矩阵 4。 
ee Ee +e™) 
(1)= 2 4 
A i 
—e™+e 3 tee) 


2.6.5 对 线性 定常 系统 六 = Ax(t) ， 已 知 





x(0=| | 时 -| 
<0-| 下 #0- 





求 系统 矩阵 4。 





小 。 现代 控制 理论 基础 (第 2 版) 








2.6.6 己 知 线性 时 变 系统 的 系统 和 矩阵 如 下 ， 计 算 状 态 转移 矩阵 (1,0) 。 
1 0 1 0 

(D 40-| ol 2 40-| | 

2.6.7 给 定 系统 六 = 4(0D)x 和 其 伴随 方程 = 一 4"(1)z ， 其 状态 转移 矩阵 分 别 用 更 (40) 
和 重 (1,4) 表示， 证 明 : (1,4)$"(1,4,)= 了 。 

2.6.8 求解 下 列 系统 的 状态 响应 。 
0 0 
1 0 























兆 二 区 十 














: u, x() -中 xD)=14 一 D) 


2.6.9 已 知 如 下 离散 时 间 系 统 ，x(0) =[ 一 1 1 ，x(6) 是 从 单位 斜坡 函数 + 采样 得 到 的 ， 
求 系统 的 状态 响应 。 
0.5 0.125 


大 
0.125 0.5 4 


x+-| 





1 
1 

2.6.10 已 知 如 下 离散 时 间 系 统 ， 初 值 x(0) =[1,2]"， 试 求 u(k) ， 使 系统 能 在 第 二 个 采 
样 时 刻 转 移 到 原点 。 


| 





1 ms 


+n ol 





03 
aa + 





u(k) 





能 控 性 与 能 观测 性 
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本 章 讨 论 线性 系统 的 定性 分 析 问 题 ， 主 要 介绍 系统 的 两 个 基本 结构 特性 : 能 控 
观测 性 ， 并 给 出 其 若干 判 据 。 这 两 个 概念 由 R.E.Kalman 于 20 世纪 60 年 代 初 首先 
研究 ， 对 于 控制 和 估计 问题 的 研究 ， 有 重要 的 意义 。 此 外 ， 还 将 讨论 标准 型 、 结 构 分 解 、 





最 小 实现 等 内 容 ， 这 些 内容 是 系统 的 综合 和 设计 中 十 分 基本 的 内 容 。 

对 象 和 控制 器 构成 的 控制 系统 “这 里 有 两 个 问题 一 是 
必然 能 对 系统 所 有 状态 起 到 控制 作用 ， 即 系统 的 全 部 状态 
i 号 作用 下 由 初始 状态 转移 到 任意 状态 ,~ 这 就 是 将 要 讨论 的 能 控 性 问题 ， 二 是 要 








图 3.1 给 出 一 个 
器 所 提供 的 控制 作用 是 否 
























































检测 系统 的 实 








= 
时 


:与 能 
提出 并 








控制 








状态 来 确定 控制 器 发 出 的 控制 信号 , 但 系统 的 状态 并 不 是 都 可 以 测量 的 ， 


而 输出 量 一 般 都 可 以 测量 到 ,那么 能 否 利用 有 限时 间 内 系统 输出 量 的 量 测 值 来 确定 系统 的 














ul(D) 控制 对 象 XD), yD 
(4A,B.C., D) 

E 控制 器 dl 

图 3.1 控制 系统 的 示意 图 


3.1 线性 连续 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 


3.1.1 线性 系统 的 能 控 性 定义 及 判 据 
1. 线性 系统 的 能 控 性 定义 
定义 3.1 设 线性 时 变 系统 的 状态 方程 为 


Ee 一 4(Dx(D) 十 BCDa(D) 


x(o) = M3 





式 中 ，x(1)ER",u(1)eER”。 








态 ， 这 就 是 将 要 讨论 的 能 观测 性 问题 注意 ， 观 测 带 有 估计 的 含义 ， 而 量 测 是 指 








仪表 


(3.1) 
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(1) 对 于 4eEJ 时 刻 的 初始 状态 x 二 0 ， 存 在 4 EJ，4>t 和 容许 控制 w(t)， 使 
x(0)=0， 则 称 系统 的 状态 x, 在 时 刻 是 能 控 的 。 

(2) 如 果 状 态 空间 中 的 所 有 非 零 状 态 在 he 时 刻 为 能 控 的 , 则 称 系统 的 状态 在 时刻 
完全 能 控 ， 简 称 系统 完全 可 控 ， 或 系统 可 控 。 

(3) 若 状 态 空间 中 有 一 个 或 多 个 非 零 状态 在 1,e J 时 刻 是 不 能 控 状 态 , 则 称 系统 是 不 完 
全 能 控 的 。 

对 定义 3.1 作 如 下 说 明 。 

(1) 容许 控制 (7) 是 指 在 讨论 的 时 间 区 间 [4,4] 内 ， w(0D) 是 平方 可 积 的 。 

(2) 选取 x(i)=0， 是 为 了 方便 分 析 和 计算 。 

(3) 若 假 定 x(i)=0， 在 有 限时 间 [w,t] 内 ， 存 在 容许 控制 w(D) ， 使 状态 转移 到 任意 指 
定 状态 x(ti) 二 0， 则 称 为 状态 能 达 性 。 对 连续 的 线性 定常 系统 , “二 者 等 价 。 

(4) 式 (3.1) 的 状态 解 在 1=4 时 为 





x(1) = Bt ) w+ I B,D)B(O ur)dr 
根据 能 控 性 定义 有 
0=B(,1)%+] k 更 (fi,r)B(r)u(rjdr 
考虑 更 (4 ) 非 奇异 及 其 性 质 站 式 整理 后 变 为 
x = -| B,D BT urd 
对 于 线性 定常 系统 ,“ 上 式 可 写成 
x = 下 Bio-Bu(rdr 


定义 中 只 要 求 能 找到 xD ， 使 如 时 刻 的 非 零 状 态 在 有 限 的 时 间 内 转移 到 状态 空间 的 坐 
标 原点 ， 而 对 状态 转移 的 轨迹 不 作 任何 规定 。 

(5) 对 线性 时 变 系统 ， 其 能 控 性 与 初始 时 刻 1 的 选取 有 关 ; 而 对 于 线性 定常 系统 ， 其 
能 控 性 与 初始 时 刻 4 无 关 ， 若 系统 在 时刻 完全 能 控 ， 则 系统 在 任意 初始 时 刻 能 控 ， 为 方 
便 计算 和 分 析 ， 可 设 t =0。 


2. 线性 时 变 系统 的 能 控 性 判 据 


定理 3.1 由 式 (3.1) 描 述 的 线性 时 变 系统 ， 在 1, € J 时 刻 完 全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ， 
存在 一 个 有 限时 间 # E.J， 丘 > 加 ， 使 如 下 定义 的 格拉 姆 (Gram) 和 矩阵 





W(t)e] B.D)B) BT BT ,dt G2) 


为 非 奇异 矩阵 ， 其 中 更 (nb) 为 系统 式 (3.10) 的 状态 转移 矩阵 的 逆 矩 阵 。 
证 明 : 充分 性 ， 采 用 构造 法 证 明 。 


在 1 时 刻 xD= 亚 (x+ 人 Bs) BOuDd 


























车 对 某 个 4 >t， 到 (t,t) 非 奇异 ， 构 造 w(7) 为 
u()=—B" (DB (WW (ht)x tel[i,t] 








则 
x()= B00) || BD) BOB OB dae Wt) 
= (t,t — Bh, Wt WW (t,t xo 
=0 
上 式 表 明 ， 若 反 .(i0,h) 非 奇 异 ， 只 要 选择 构造 的 u(/) ， 就 能 使 最 终 状 态 x(4)=0， 
此 ， 系 统 是 完全 能 控 的 。 
必要 性 。 采 用 反 证 法 证 明 。 
设 系统 状态 完全 能 控 ， 反 .1,4) 是 奇异 的 ， 若 存在 一 非 零 向 量 x,(x, =0) ， 则 有 
mW (hh) =0.。 Eh 





























NW lt) = | BI ) BO BT OE (hs) od 
对 | "phdt 
有 = B" (1) 儿 "(wD ( 列 向 量 ) 

(Wh 为 有 的 范 数 的 平方 ) 被 积 函 数 的 连续 非 负 性 ， 意 味 着 h" =0 或 h=0。 
因为 
x(0)= Bis) + | BE) Bu dt 

上 式 两 边 先 左 乘 五 -0 ,0)， 再 左 乘 x 
KB) = +t] BD) Bu(D) dt = x 
因为 假设 系统 是 能 控 的 ， 即 x(1)=0， 故 xxo = 二 0， 即 x,==0， 与 假设 x, 才 0 蔬 盾 。 
所 以 ， 在 能 控 的 条 件 下 ， 假 设 反 (1,4) 为 奇异 的 不 能 成 立 。 
即 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 所.(1,4) 满 秩 。 
证 毕 。 





[ 例 3.1] 判断 如 下 系统 的 能 控 性 。 


0f 1 
u, t=0 
0 0 0 


[ 解 ] 首先 求 状态 转移 矩阵 ， 在 例 2.10 中 已 求 出 更 (40 ) 为 


ES 
B61) = 24 一 人 
0 1 


孝王 





| 











小。 现代 控制 理论 基础 (第 2 版) 








W.(0,4)= | " B(0,)B() BT (DST (0,0)dt 


全 
- 几 中 
了 


ts Oe 即 不 存在 4 > 0 使 丈 (0.6) 非 奇异 ， 故 系统 在 如 =0 状 
态 不 完全 能 控 


3. 线性 定常 系统 的 能 控 性 判 据 
设 线性 定常 系统 的 状态 方程 为 
X(D)= Ax(D) + Bu(), x(0)=%, 40 (3.3) 
式 中 ，xER'",u€ER”。 
定理 3.2 由 式 (3.3) 描 述 的 线性 定常 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 ,存在 时 刻 > 0 ， 
使 如 下 定义 的 格拉 姆 (Gram) 珑 阵 
所 (0,1) | 4BBTe Ad 
为 非 奇异 的 。 
此 定理 的 证 明 与 时 变 情况 相同 ， 此 处 略 去 。 
定理 3.3 由 式 (3.3) 描 述 的 线性 定常 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 
rankQ, =rank[B:AB:.…: A"'B]=n 
其 中 ，n 为 矩阵 4 的 维 数 ，@. 称 为 系统 的 能 控 性 判别 矩阵 。 
证 明 : 式 (3.3) 状 态 方程 的 解 


XG) 一 ed + eH Bu(t)dr 











根据 能 控 性 定义 
X(t)=e x+ 人 e IBu(rt)dr=0 
六 =-| e “Bu(t)dr 
利用 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 ， 任 一 方 阵 都 满足 其 自身 的 特征 方程 ， 根 据 式 (2.8)， 状 态 转 











移 矩阵 el 可 表示 为 4 -2 生 了 的 线性 组 合 ， 即 ce = ua(CoD4，u(C_a 是 -的 
i=0 
无 穷 级 数 ， 则 











he T D3 (A Bu(r)dr 


= > 48| a, Cou(r)dr 


h 
[B14B).…| 4"'B| / 一 一 za 


汶 1 
如 果 方 程 组 有 解 ， 则 必须 使 rankQ. =n， 即 及 n 个 线性 独立 的 列 向 量 。 
证 毕 。 


[ 例 3.2] 已 知 系统 状态 方程 为 




















a] fl 1 ofal Ao i 
|=|0 1 ofl Fl ol 
5 1 
为 | |0 Al |0 1 














试 判断 系统 的 能 控 性 。 
[ 解 ] 构造 能 控 性 判别 矩阵 


0 lv 全 
CQ = 人 |B AB 48=|1 0.10 
0111 








因为 rankQ. =2 和 元 ， 所 以 系统 是 状态 不 完全 能 控 的 ， 有 一 个 状态 不 能 控 ， 系 统 能 控 


子 空间 为 二 维 。 


[ 例 3.3] 判断 图 3.2 所 示 两 个 蓄 水 池 系 统 的 能 控 性 。 设 两 个 蕾 水 池 的 横 截 面积 分 别 为 5,、5, ， 
液 面 高 度 为 内、 邦 ， 平 衡 工 作 状 态 为 (2,,C,Cx) ， 离 开平 衡 状态 单位 时 间 的 流量 为 2， 通 
过 阀 的 流量 为 C ， 漏 流量 为 C, ， 阀 的 流量 的 阻抗 和 漏 流量 的 阻抗 分 别 为 RR、R, 。 分 析 以 
流量 0 为 输入 ， 茧 水 池 2 的 液 位 为 输出 时 ， 系 统 的 能 控 性 。 

















3.2 ”两 个 蓄 水 池 系 统 
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[ 解 ] 首先 建立 系统 的 状态 方程 。 根据 流体 力学 定律 ， 考 虑 到 离开 平衡 状态 的 液 面 变 
化 ， 可 列 写 下 面 一 组 微分 方程 























sh 
”di 


令 坟 二 有 ,加 二 加,u 二 Q， 且 CGC 、C, 与 液 位 成 正比 ， G= 寺 ,CQ= 姑 ， 上 式 经 整理 可 
1 2 


=G-C, 


























写 出 下 面 和 矩阵 形式 
a 
9 . iA +|s la 
翅 1 -al > 0 
SR S,R, 
区 二 
5, 为 
0.=[b Ab]=| y 
A 
$5,R, 


因为 rankQ. =2=n， 所 以 系统 是 状态 完全 能 控 的 ， 说 明 输入 量 能 够 引起 两 个 水 档 的 
水 位 及 、 的 变化 。 


[ 例 3.4] 给 定 二 阶 系统 














a dl | 
X= 0b 久 秆 1 u 
确定 使 系统 完全 能 控 的 参数 a。 和 5 的 关系 式 。 
1 a+l 
[ 解 ] 因为 @.=lb 46]=| 








为 使 系统 完全 能 控 ， 能 控 性 甜 阵 的 行列 式 应 不 为 零 ， 即 bp 过 a 十 1。 





定理 3.4 由 式 (3.3) 描 述 的 线性 定常 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 如 下 。 
(1) 当 和 矩阵 4 为 对 角 标 准 型 , 且 对 角 元 素 均 不 相同 时 , 对 应 的 B 阵 无 元 素 全 为 零 的 行 。 
(2) 当 和 矩阵 4 为 约 当 标准 型 ， 且 每 个 约 当 抉 所 对 应 的 特征 值 均 不 相同 时 ， 对 应 的 B 阵 
中 与 每 个 约 当 块 最 后 一 行 所 对 应 的 各 行 无 元 素 全 为 零 的 行 。 
此 定理 可 以 用 能 控 性 判别 矩阵 的 秩 来 证 明 。 


























[ 例 3.5] 判断 下 列 系统 的 能 控 性 。 
i 加 加 
GD ,|= -2 Olxl+l-ila 全 
tz| [0 0 -3 回 


























例 3.5(3) 讲 解 















































| fo 0 olxsl fo 1 
@) lil=lo 5 onl+lo olu 
| lo 0 2lx| |2 4 
-1 1 0 |] 0 
G) il=|o -1 owl+tlaln 
i| |o o -zs |3 
i|] [|-s5 1 0 0 ol loo 
0 -5 0 0 0lx| |4 2 
@ il=lo 0 -3 1 ofl+lo 才 
zl lo 0 0 -3 olx lo or 











tz| (10 0 0 0 -lo 
[ 解 ] (1)、(2) 是 对 角 标 准 型 ，(1) 中 B 阵 中 无 元 素 全 零 的 行 ， 故 系统 完全 能 控 ，(2) 中 B 





阵 第 二 行 元 素 全 为 零 ， 故 系统 不 完全 能 控 。 


(G3)、(4) 是 约 当 标准 型 ， yp | 最 后 二 行 和 单 根 -2 对 应 的 B 阵 相应 的 行 


均 不 是 零 向 量 ， 故 系统 完全 能 控 ; wh 最 后 一 行 对 应 的 B 阵 相 应 行为 零 





Ll 
二 多 


向 量 ， 故 系统 不 完全 能 控 。 


在 使 用 定理 3.4 时 ， 必 须 注意 使 用 条 件 ， 要 求 对 区 元 素 均 不 相同 或 每 个 约 当 块 所 对 应 


的 特征 值 均 不 相同 时 才能 使 用 ， 否 则 将 出 错 。 





[ 例 3.6] 判断 下 列 系统 的 能 控 性 。 























， 妈 2 
(1) x*= 0 ol* +t 
-3 1 0 0 
(2) x=|0 -3 0lxtlllu 
0 0 -3 3 
2 4 
[ 解 ] 对 系统 (1): mk monk 了 
0 1 -6 
对 系统 (2): rankO. =rankl1 -3 9 |=2 
3 -9 27 








故 系统 (0)、(2) 均 不 完全 能 控 。 





注意 到 ， 在 本 例 中 ， 虽 然 (D) 是 对 角 标 准 型 ，(2) 是 约 当 标准 型 ， 但 不 满足 定理 3.4 的 条 




















件 ， 若 直接 引用 定理 3.4 将 得 出 错误 的 结论 。 














状态 能 控 的 条 件 也 可 由 频 域 形式 给 出 , 即 分 析 状 态 -输入 间 传 递 函 数 ( 阵 ) 有 无 零 极 点 对 














消 现象 。 





[ 例 3.7] 判断 下 列 系统 的 能 控 性 ， 并 求 状 态 -输入 间 的 传递 函数 。 
[ 解 ] 因为 





















































i] [0 0 -xs] fi 
t=|1 0 —3Ix,|+lliu 
tz) |0 1 -le Lo 
六 
y=[0 1 —2]|x, 
六 
1 Ki 
rank@. =rank|p Ab -48|=rankll 1 -3|=2 
六 -2 
所 以 系统 是 不 完全 能 控 的 。 
状态 -输入 间 的 传递 函数 
s 0 di s*+3s+2 
SO | st +a- 
0 -ts+3| |0 +1 




















(s+1) 








由 此 例 可 以 看 出 ， 系 统 不 完全 能 控 ， 在 求 状态 -输入 间 的 传递 函数 时 ， 出 现 了 零 极点 
对 消 现象 ， 显 然 此 时 系统 的 传递 函数 c(sT 一 4A) 'b 中 必 会 出 现 零 极点 对 消 现象 。 
定理 3.5 对 单 输入 系统 ，(s 一 4)'b 无 零 极 点 对 消 是 系统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 。 


注意 ; 此 定理 对 多 输入 系统 仅 是 充分 条 件 。 


[ 例 3.8] 判断 下 列 系统 的 能 控 性 ， 并 求 状 态 -输入 间 的 传递 函数 和 系统 的 传递 函数 。 





























:3 沁 0 1 
E 1 0 0 
x=|0 4 2|x+|0 0lu, y= 3 
0 0 1 
0 0 1 1 0 
[ 解 ] 因为 
O12 1.10 4 
rankO. =rankl0 0 2 0 10 0|=3 
1010 1 0 














所 以 系统 是 状态 完全 能 控 的 。 其 状态 -输入 间 的 传递 函数 为 












































(s—D(s—4) 3s-D) 25-1) lo 1 
A 0 (s—1) 2(s—1) 0 0 
0 Se 6 0 6G-Dne-4lo 
2 S 一 4 
1 
~ G-DG -5 
Gs s—4 0 
1 0 dls-De-9 3s-D 26-0 |o 1 
coer- 0 G-DP 26-D |oo0 
GDG-40 0 1 
0 0  G=-DG-4ll 0 
四 1 2 s—4 
~(s—D(s—4)ls—-4 0 








从 本 例 可 以 看 出 ， 系 统 是 完全 能 控 的 ， 但 在 求 状态 -输入 问 的 传递 函数 和 系统 的 传递 
函数 时 发 生 因子 对 消 ， 因 此 ， 对 于 多 输入 系统 来 说 \ 定理 3.5 不 是 系统 完全 能 控 的 充分 必 
要 条 件 。 


3.1.2 ”线性 系统 的 能 观测 性 定义 及 判 据 
1. 线性 系统 的 能 观测 性 定义 
能 观测 性 表征 系统 状态 可 由 输出 响应 来 反映 ， 所 以 要 同时 考虑 系统 的 状态 方程 和 输出 





X(1) = 4(Dx(D) 十 BODua(D) teJ 
p(D)= C(x() + Dult) X(t)= x 
式 中 ，xER",weR",yeR”， 是 有 限时 间 域 。 
式 (3.4) 状 态 方程 的 解 为 
x(1) = Bt) x + | “(1.T)B(W undr 
将 其 代入 输出 方程 ， 可 得 输出 响应 
J(D=C(D) 理 (1 加)xo + co : 更 (!,r)B(r)u(r)dr+D(ODua(D) 


在 研究 能 观测 性 问题 中 ， 对 给 定 的 wa(D) ， 讨 论 由 J(D) 确定 x 的 问题 ， 若 x 能 确定 ， 那 
么 由 状态 方程 解 的 方程 便 可 以 确定 任意 时 刻 的 状态 。 因 此 xiD) 不 影响 系统 的 能 观测 性 ， 故 
可 令 w(t)=0， 因 而 有 如 下 结论 。 
结论 3.1 强迫 运动 系统 式 (3.4) 的 能 观测 性 等 价 于 它 的 自由 运动 系统 的 能 观测 性 。 
以 后 研究 能 观测 性 问题 时 都 基于 式 (3.5) 进 行 
XxX(D) = A(Dx(1) teJ 
yp(D)= C(x(D) xX(1)= x 


(3.4) 






































(3.5) 
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定义 3.2 对 式 (3.5) 描 述 的 线性 时 变 系 统 

(1) 车 存在 4 EJ， 根 据 [4,4] 上 y(t) 的 量 测 值 ， 能 够 唯一 地 确定 系统 在 如 时 刻 的 状态 
x0o， 则 称 x 在 时 刻 是 能 观测 状态 。 

(2) 若 根 据 [4,4] 上 yl) 的 量 测 值 ， 能 够 唯一 地 确定 系统 在 加 时 刻 的 任意 初始 状态 x ， 
则 称 系统 状态 完全 能 观测 ， 简 称 系统 完全 能 观测 。 

(3) 车 根据 [4,4] 上 y(?) 的 量 测 值 ,不 能 唯一 地 确定 系统 所 有 初始 状态 , 则 称 系统 状态 
不 完全 能 观测 ， 简 称 系统 不 完全 能 观测 。 

对 定义 3.2 也 可 像 对 能 控 性 定义 那样 给 出 类 似 的 解释 。 

2. 线性 时 变 系 统 的 能 观测 性 判 据 


定理 3.6 由 式 (3.5) 描 述 的 线性 时 变 系统 在 如 E./ 时 刻 完 全 可 观测 的 充分 必要 条 件 是 ， 
存在 一 个 有 限时 间 4 EJ，4 >， 使 如 下 定义 的 格拉 姆 (Gram) 和 矩阵 





Wt) BT) COB 0G.6) 
为 非 奇 异 的 ， 其 中 更 (4 ) 为 系统 (3.5) 的 状态 转移 矩阵 。 
证 明 : 充分 性 。 对 给 定 的 任意 x。 
xX(D)= B(t,t ) wo 
y(D)= CN) Bt) xo 
左 乘 B"(1,4,)C"(t)， 再 在 [t,t] 卡 进行 积分 


| "BT (ACT) yD dt = x, | “BTCT NCO Bt ) dt 
=W (t,t)xo 
上 式 表 明 , 仅 当 所 (t,t) 为 非 奇 异 时 ,， 吉 有 了 唯一 解 , 即 可 以 根据 [40,4] 上 的 量 测量 y(7) 
唯一 地 确定 出 避 ， 也 就 是 系统 在 4 的 状态 完全 能 观测 。 
必要 性 。 若 系统 在 [t,t] 上 是 状态 完全 能 观测 的 ， 设 所 (4,t) 奇异 ， 存 在 非 零 状态 x ， 
则 
[vor] x) CWB) sd 
=xIW (t,t)x, =0 
也 即 
y (Oy)=|yOF =0 
J(D=C(D) 理 (tb)xo =0 
上 式 表 明 无 法 通过 y(1) 来 确定 非 零 x ， 即 x, 为 不 能 观测 状态 ， 而 这 与 假设 矛盾 ， 所 
以 假设 琴 (z) 奇异 不 成 立 。 
所 以 ， 在 4 EJ 时刻 完 全 可 观测 ， 则 到 (4,t) 是 非 奇异 的 。 
证 毕 。 











线性 定常 系统 的 能 观测 性 判 据 。 
设 线性 定常 系统 的 状态 方程 和 输出 方程 为 
x(D) = Ax() + Bu(), y()=CxD), x(h)=x,, t=0 ee 
式 中 ，x EER",uER”",yER’。 


定理 3.7 由 式 (3.7) 描 述 的 线性 定常 系统 完全 能 观测 的 充分 必要 条 件 是 ， 存 在 时 刻 
在 >0 ， 使 如 下 定义 的 格拉 姆 (Gram) 矩 阵 





W,(0.1)E| "CCerar 


为 非 奇异 的 。 
线性 定常 系统 ， 是 时 变 系统 的 特例 ， 此 处 证 明 略 去 。 
定理 3.8 由 式 (3.7) 描 述 的 线性 定常 系统 完全 可 观测 的 充分 必要 条 件 是 




















其 中 ，n 为 矩阵 4 的 维 数 ，@, 称 为 系统 的 能 观测 性 判别 矩阵 。 


[ 例 3.9] 已 知 系统 状态 方程 和 输出 方程 为 















































|] 1 1 on] oa 
=|0 1 os ol 
i| lo is lo 
wd 
nl lol 
一 x, 
- | 1 人 
, 
试 判断 系统 的 能 观测 性 。 
[ 解 ] 构造 能 观测 性 判别 矩阵 
1 0 1 
0 10 
C 
al 
.= ,| lo 10 
Ca 
1 4 1 
0 10 
因为 rankO, =2<n， 所 以 系统 是 状态 不 完全 能 观测 的 
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[ 例 3.10] 判断 图 3.2 所 示 两 个 鞋 水 槽 系统 的 能 观测 性 。 
[ 解 ] 首先 建立 系统 的 状态 方程 ， 这 一 步 已 在 例 3.3 中 完成 ， 即 





























_ pel 0 1 
闭 医 SR sl 
讽 1 __ 1 | 0 
SR, 
BE” 
=[0 中” 
| 本 | 
0 1 
汉 
=| = 1 
| 
SR SR 














因为 rankQ, =2=n， 所 以 系统 是 状态 完全 能 观测 的 。 
若 改变 系统 的 被 控 量 为 蕾 水槽 1 的 液 位 六 则 系统 的 4 阵 不 变 ，e 阵 变 为 [1 0]， 这 
时 系统 的 能 观测 性 矩阵 为 





1 0 
= 放 
SR 
显然 ，rankQ, =1<n， 这 说 明 该 系统 选择 蓄 水 档 工 的 液 位 作为 输出 量 不 合适 。 
定理 3.9 由 式 (3:7) 描 述 的 线性 定常 系统 完全 可 观测 的 充分 必要 条 件 是 
(1) 当 和 矩阵 4 为 对 角 标 准 型 ， 且 对 角 元 素 均 不 相同 时 ， 对 应 的 C 阵 中 无 元 素 全 为 零 
9 列 ， 
(2) 当 和 矩阵 区 为 约 当 标准 型 ， 且 每 个 约 当 块 所 对 应 的 特征 值 均 不 相同 时 ， 对 应 的 C 阵 
中 与 每 个 约 当 块 第 一 列 所 对 应 的 各 列 无 元 素 全 为 零 的 列 。 















































[ 例 3.11] 判断 下 列 系统 的 能 观测 性 。 
-1 0 0 1 
xX=|0 -2 0|x+|=-1z 
(1 0 0 -3 1 
y=[ -1 lx 
000 [lol 
X=|0 5 Ox+l0 Ou 
(2) 0 0 2 2 4 
1 4 0 
?7|2 1 ol™ 














[ 解 ] (1)、(2) 是 对 角 标 准 型 ，(1) 中 C 阵 无 元 素 全 为 零 的 列 ， 故 系统 完全 能 观测 ，(2) 中 




















= 和 让， 区 0 
=|0 -1 0|x+|4z 
0 0 -2 43 
1 0 1x 
-5 1 0 0 6 0 0 
0 -5 0 0 0 4 2 
0 0 -3 1 0lx+o la 
0 0 0 -3 0 0 0 
人 0 
ol i 
lo2 0 1 0 








C 阵 第 三 列 元 素 全 为 零 ， 故 系统 不 完全 能 观测 。 
(3)、(4) 是 约 当 标准 型， ma 第 一 列 和 单 根 -2 对 应 的 C 阵 中 相应 的 列 


艾 不 为 堆 向 量 ， 故 系统 完全 能 测 ，( 人 中 约 当 所 | 。。 ,第 一 列 对 应 的 C 了 中 相应 为 


零 向 量 ， 故 系统 不 完全 能 观测 。 











同样 在 使 用 定理 3.9 时 ”必须 注意 使 用 条 件 ， 要 求 对 角 元 素 均 不 相同 或 每 个 约 当 块 所 
对 应 的 特征 值 均 不 相同 时 才能 使 用 ， 否 则 将 出 错 。 

状态 能 观测 的 条 件 也 可 由 频 域 形式 给 出 , 即 分 析 初始 状态 -输出 间 传递 函数 ( 阵 ) 有 无 零 
极点 对 消 现 象 。 
























































[ 例 3.12] 判断 下 列 系统 的 能 观测 性 ， 并 求 初始 状态 -输出 间 的 传递 函数 。 
为 | |0 0 -lx| [1 
zl=|1l 0 一 3 好 | 十 1 
入 0 1 一 3 引 太 | 加 
a 
y=[0 1 —2]ix, 
内。 
C 0 1 一 2 
rankO, =rank| cA|=rank| 1 -2 3|=2 
cA’ -2 3 -4 














所 以 系统 不 完全 能 观测 。 








理论 基础 (第 2 版 ) 








初始 状态 -输出 间 的 传递 函数 为 














1 
7 0 
=c(sI—A)'=[0 1 -2?]-1 这 3 
9 0 -1 s+3 
一 [ls+1 5 十 5 一 (2s? +3s+D 
mn 
= 一 -一 [L s -(Cs+D] 
系统 的 传递 函数 为 
让 co 
+41) 
co)=[0 1 -2-1 s 3 = = 一 
0 -1 s+3l lo (s+1) S 十 1 




















由 此 例 可 以 看 出 ， 系 统 不 完全 能 观测 ， 在 求 初 始 状态 -输出 间 的 传递 函数 时 出 现 了 堆 
极点 对 消 现 象 ， 此 时 系统 的 传递 函数 c(sT -45 中 必然 会 出 现 零 极 点 对 消 现象 。 

定理 3.10 对 单 输入 系统 ，c(sT 一 4) ' 无 零 极 点 对 消 是 系统 完全 能 观测 的 充分 必要 
条 件 。 
注意 : 此 定理 对 多 输出 系统 仅 是 充分 条 件 、 














[ 例 3.13] 判断 下 列 系统 的 能 观测 性 ” 并 求 状 态 -输出 间 的 传递 函数 和 系统 的 传递 函数 。 














1 3 2 0 1 
x=|0 4 2|x 二 |0 0 | 0 小 
0 0 1 1 0 
[ 解 ] 因为 
1 0 0 
0 0 i 
由 3 
nkO, = rank 过 及 
mank@, =rankl o 1 
1 15 10 
0 0 1 


所 以 系统 是 状态 完全 能 观测 的 。 其 状态 -输出 间 的 传递 函数 为 





100 (一 DG 一 4) 3(s—1) 2(s—1) 
CT 一 4 -二 让 0 (s—1) 2(s—1) 
(s—D)(s—4)l0 0 1 0 0 





1 


Gm 0 s—4 





s—4 3 ?| 























| 0 ule-De-9 36-0 26-D ]o 1 
C(sT— A)'B= Es 0 G-D 2s-D) loo 
SEY 0 0 (ss_D(s—4ll1 0 





加 1 2 s—4 
~(s—D(s—4)ls-4 0 

从 本 例 可 以 看 出 ， 系 统 是 完全 能 观测 的 ， 但 在 求 状态 -输出 间 的 传递 函数 和 系统 的 传 

递 函数 时 发 生 了 因子 对 消 。 因 此 ， 对 于 多 输入 系统 来 说 ， 定 理 3.10 不 是 系统 完全 能 观测 的 





充分 必要 条 件 。 
根据 定理 3.9 和 定理 3.10， 可 以 得 到 以 下 重要 结论 。 
(1) 对 单 输入 单 输出 系统 ，c(sT 一 4)'b 无 零 极点 对 消 是 系统 完全 能 控 又 完全 能 观测 的 





充分 必要 条 件 。 
(2) 传递 函数 描述 的 只 是 能 控 又 能 观测 部 分 。 
(3) 传递 函数 中 消去 的 极点 对 应 不 能 控 或 者 不 能 观测 状态 。 


3.1.3 “对偶 性 原理 
从 以 上 各 节 的 讨论 中 可 以 看 出 ， 线 性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 之 间 ， 无 论 在 概念 上 还 
是 在 判 据 的 形式 上 都 存在 一 种 对 偶 关 系 s 这 种 内 在 的 对 偶 关系 反映 了 系统 的 控制 问题 和 估 


计 问 题 的 对 偶 性 。 
1. 对 偶 系 统 
考虑 由 下 述 状 态 空间 表达 式 描述 的 系统 》》 
x= A(Dx+ Bu 


y=C(Dx 

式 中 ,x 是 元 维 状 态 变量 ，x 是 m 维 输入 ，y 是 p 维 输 
下 述 状态 空间 表达 式 描述 的 系统 >)， 

z=A'(D)z+C" (Dr 


w= B' (1)z 























式 中 ，z 是 n 维 状态 变量 ,v 是 p 维 输入 ，w 是 m 维 输 
定义 系统 》 ,与 系统 》' 互 为 对 偶 系统 。 

对 偶 系统 之 间 存 在 以 下 一 些 对 应 关系 。 

(1) 系统 》 ,和 系统 》, ,的 方 框图 是 对 偶 的 ， 如 


x 


四 了 了 : 
~ Fo Bo) | 
= ,| 
(b) 系统 》 


(a) 系统 》)， 
图 3.3 对 偶 系统 








图 3.3 所 示 。 























2 










































































(2) 系统 》 的 运动 是 在 状态 空间 中 由 至 + 的 正 时 向 转移 ， 而 其 对 侦 系统 》 ,的 运动 
是 在 状态 空间 中 由 /至 ,的 反 时 向 转移 。 

2. 对 偶 原理 

系统 》 ,与 系统 ,是 互 为 对 侦 的 两 个 系统 , 系统 5 的 完全 能 控 性 等 同 于 系统 了 ,的 
完全 能 观测 性 ， 系 统 》 的 完全 能 观测 性 等 同 于 系统 ,的 完全 能 控 性 。 


此 原理 的 正确 性 可 利用 状态 能 控 和 能 观测 的 充分 必要 条 件 来 验证 。 下 面 以 定常 系统 为 
例 加 以 说 明 。 












































对 于 系统 5 对 于 系统 5 





(1) 状态 能 控 的 充 要 条 件 是 nXnm 维 
能 控 性 矩阵 [B: 4B:…: 4”1B ] 的 秩 为 n。 

(2) 状态 能 观测 的 充 要 条 件 是 npXn 维 
能 观测 性 和 矩阵 [CY : 4"C™:…:(4')7'C"] 
的 秩 为 n。 

对 比 这 些 条 件 ， 可 以 很 明显 地 看 出 对 偶 原 理 的 正确 性 。 

对 偶 原理 不 仅 提供 了 由 能 控 性 (能 观测 性 ) 的 判 据 来 导出 能 观测 性 (能 控 性 ) 的 判 据 的 途 
径 ， 而 且 还 建立 了 控制 问题 和 估计 问题 的 基本 结论 间 的 对 应 关系 。 
3.1.4 输出 能 控 性 

以 上 讨论 的 系统 能 控 性 是 针对 系统 的 状态 而 言 的 ， 但 在 实际 控制 系统 设计 中 ， 需 要 对 
输出 进行 控制 ， 因 此 ， 有 必要 讨论 输出 的 能 控 性 。 

线性 定常 系统 的 状态 空间 表达 式 为 

x=AxtBu 
y=Cx+Du 

式 中 ，xER’”,wER”,yER’”。 

定义 3.3 如 果 存在 一 个 无 约束 的 控制 向 量 w(1)， 在 有 限 的 时 间 间 隔 [4,4] 内 ， 使 任 一 
给 定 的 初始 输出 (tn ) 转移 到 任 一 最 终 输出 y(t,)， 那 么 称 由 式 (3.8) 所 描述 的 系统 为 输出 能 
控 的 。 

定理 3.11 式 (3.8) 所 描述 的 系统 输出 能 控 的 充分 必要 条 件 为 ， 当 且 仅 当 px(n 十 Dm 维 
输出 能 控 性 矩阵 


(1) 状态 能 控 的 充 要 条 件 是 np Xn 维 能 控 
性 矩阵 [C "AC 沪 必 (4")TCV ] 的 秩 为 n。 

(2) 状态 能 观测 的 充 要 条 件 是 nXnm 维 
能 观测 性 矩阵 [B: 4B:…: 4"'B ] 的 秩 为 n。 








X(1)= x (3.8) 


S=[CB:CAB:CA’B:…:CA"™'B:D] 
的 秩 为 p 时 ， 由 式 (3.8) 所 描述 的 系统 为 输出 能 控 的 。 注 意 到 ， 在 式 (3.8) 中 存在 Du 项 ， 对 
确定 输出 能 控 性 是 有 帮助 的 。 

本 书 中 ， 若 不 特别 指明 ， 能 控 性 均 指 状态 的 能 控 性 。 

















[ 例 3.14] 确定 下 列 系统 的 状态 能 控 性 和 输出 能 控 性 。 
Ee 
a 1 


类 





| 




















[ 解 ] 状态 能 控 性 














1 一 3 
rankO = rank[b Ab]=rank| den 
所 以 系统 是 状态 不 完全 能 控 的。 输出 能 控 性 
rankS =rank[Ch CAb|=rank . 让 1<n 
所 以 系统 是 输出 不 完全 能 控 的 。 
本 例 中 ， 若 系统 的 关联 阵 d =[0 十 ， 则 输出 能 控 性 
rankS =rank[Ch CAb a]=rank|! 3 2 
0 0 li 





所 以 系统 是 输出 完全 能 控 的 ， 可 见 由 于 d 的 存在 ， 使 系统 输出 是 能 控 的 。 


3.2 ”线性 离散 时 间 系 统 的 能 控 性 与 能 观测 性 


线性 离散 时 间 系 统 的 能 控 性 与 能 观测 性 的 概念 和 判 据 , -在 本 质 上 和 连续 时 间 系 统 的 能 
控 性 与 能 观测 性 没有 差别 ， 在 表示 形式 上 也 相 类 似 。 本 节 不 做 证 明 地 介绍 线性 定常 离散 时 
间 系 统 的 能 控 性 与 能 观测 性 的 概念 和 判 据 。 

3.2.1 ”线性 定常 离散 时 间 系统 的 能 控 性 定义 及 判 据 

1. 线性 定常 离散 时 间 系统 的 能 控 性 定义 

设 线性 定常 离散 时 间 系 统 的 状态 方程 为 

x(k+1)= Gx(k) + Hu(k) 
p(k) = Cx(k) + Du(k) 





ke (3.9) 


1 为 离散 时 间 定 义 域 。 

定义 3.4 若 存 在 NE J， 存 在 控制 作用 序列 u(k) ， 能 将 系统 (3.9) 的 某 个 初始 状态 
x(0) 三 0 转移 到 状态 空间 的 原点 ， 即 x(N) = 0 ， 则 称 此 状态 是 能 控 的 。 若 系统 的 所 有 状态 
均 能 控 ， 则 称 此 系统 是 完全 能 控 的 ， 简 称 系统 能 控 。 

2. 线性 定常 离散 时 间 系 统 的 能 控 性 判 据 

定理 3.12 由 式 (3.9) 描 述 的 线性 定常 离散 时 间 系 统 完全 能 控 的 充分 必要 条 件 是 

R=[H:GH:.…:G"H] 

的 秩 等 于 n， 即 rankR. =n，n 为 矩阵 G 的 维 数 ，R. 称 为 离散 系统 的 能 控 性 判别 矩阵 。 














对 单 输入 的 线性 定常 离散 时 间 系统 x(k 十 1]) = Gx(b 十 hu(k) ， 由 迭代 法 可 得 到 系统 在 
第 nn 步 的 解 的 表达 式 
xX) = 0"x +[G" hu(0) + + Ghu(N—2)+ hu(N—l)] 
=O"x +O"[G hu) + + Mhun—2)+G "hu(n—l)] 
u(n—1) 
=G"x% +6"|G"h .… Gh 








u(0) 
当 系 统 完全 能 控 时 ， 有 


u(n—1) 
:|= 6h] Gx =—[G™"h Gh] 








u(0) 
即 可 以 找到 控制 序列 {a(0)，xw(D，…， wa 一 D} ,使 在 nn- 步 内 将 任意 状态 x, 转移 到 状态 
空间 的 原点 。 


[ 例 3.15] 判断 下 面 系统 的 能 控 性 。 


























xD [1 ols) 
AD > 0 中 四 是 
[ 解 ] rankR. =rank[h @= nank| | 
所 以 系统 是 状态 完全 能 控 的 。 
[ 例 3.16] 线性 定常 离散 系统 的 系数 矩阵 如 下 。 
1 0 0 1 
G=|0 2 -2, h=|0 
-11 0 1 














试 分 析 ， 对 于 初 态 x(0)=[2 1 0] ,系统 能 否 在 3 步 内 使 状态 转移 到 零 状 态 ? 若 能 ， 请 确 
定 控制 序列 。 

时 1 
人 2 
1 -1 一 3 


[ 解 ] rankR. =rank[h Gh Gh|=rank =3=n 


























所 以 系统 是 状态 完全 能 控 的 ， 可 以 在 3 步 内 使 状态 转移 到 零 状态 。 利 用 递 推 法 有 

























































































21 [1 
x(]) = Gx(0) + hu(0)=| 2 | 二 |0lx(0) 
相国 
2| [1 1 
x(2) = Gx(D) + hu(l) =|6|+|—2)u(0) + 0lu() 
0| |-1 1 
| 1 1 
x(G)=Gx(2) 十 ju(2) 三 |12| 十 |-2|w(0) 十 |-2|a0) 十 |0|a(2) 
4| |-3 | 1 
设 x(3)=0， 上 式 可 写成 
1 1 1 [-2 
0 -2 -2||x0|=|-12 
1 -1 —3|lu(0)| | 二 4 
1 | 
可 以 看 出 |0 -2 -2| 即 为 系统 的 能 控 性 矩阵 ， 当 其 满 秩 时 ， 系 统 完全 能 控 ， 便 可 求 
1 .=1 =3 
出 控制 序列 ， 在 3 步 内 使 状态 转移 到 零 状 态 ， 其 解 为 
nN 1 1 站 [-21X%s 
al=|0 -2 -2| 1-12|= 人 1 
xu(0)| |1 -1 -3|-|=24| |-5 


























3.2.2 ”线性 定常 离散 时 间 系统 的 能 观测 性 定义 及 判 据 

1. 线性 定常 离散 时 间 系 统 的 能 观测 性 定义 

定义 3.5 若 存 在 NE J， 可 由 [0，N] 上 的 输出 y(k) 唯一 地 确定 系统 (3.9) 的 任意 xo ， 
则 称 x, 为 能 观测 状态 ， 或 系统 状态 完全 能 观测 。 

2. 线性 定常 离散 时 间 系 统 的 能 观测 性 判 据 


定理 3.13 由 式 (3.9) 描 述 的 线性 定常 离散 时 间 系 统 完全 可 观测 的 充分 必要 条 件 是 
Cc 

















CO" 
的 秩 等 于 n， 即 rankR, =n，n 为 矩阵 G 的 维 数 ，R, 称 为 离散 系统 的 能 观测 性 判别 矩阵 。 
对 单 输出 的 线性 定常 离散 时 间 系 统 ， 考 虑 自由 运动 方程 xk+D= Gx(k) ， 
J( 昌 =cx(D， 其 解 为 x(D=G 0，J(DD 一 <cG xx ， 若 测 得 半 个 输出 








y(n—l)=cG"™x, 
因为 系统 完全 能 观测 ， 上 式 整 理 得 


< | | »0) 
cC y(D) 
三 三 
cG 汪 | |y(n—1) 


[ 例 3.17] 已 知 系统 的 状态 空间 表达 式 为 














i 0 ={ 2 
x(k+D=|0 -2 1|x0O+=1 
3 通力 1 
0 0 1 
-| 6 ol*®) 
判断 系统 的 能 观测 性 。 
0 -0 
1 0 :0 
3 >07r2 
[ 解 ] 因为 R,= i 
9 0 1 
-2 0 =3 





au(k) 


能 观测 矩阵 的 直列 元 素 均 为 零 ， 所 以 系统 是 不 完全 能 观测 的 。 


[ 例 3.18] 给 定 离散 系统 的 动态 方程 为 


1 0 -l 2 
x(k+1)=|0 —2 1 |x(k)+|—1l 
3 人 2 1 











p(k)=[0 1 0]x(k) 
试 判别 系统 的 能 观测 性 ; 若 能 观测 ， 请 确定 x(0) 。 
[ 解 ] 


2 0 1 0 
rankR, =ranklcG |=rankl0 一 2 1 
cG: 3 4 0 











所 以 系统 完全 能 观测 。 











u(k) 


=3=n 





























递 推 法 求 输出 方程 
yp(0)=cx(0)=[0 1 0]x(0) 
DJ = cx(D) = c[Gx(0) + hu(0)] 
=[0 -2 1]x(0)—u(0) 
yp(2) = ex(2) = clGx(1) + hu(]l)] 
=[3 4 Ojx(0)+3u(0)—u(l) 
若 给 定 (0),u(1)， 测 量 得 到 y(0), y(1), y(2) 。 





解 上 述 方程 得 
m0)] [0 1 0 [0) 
bm(0l=|0 -2 1 |y0)+u(0) 
x(0)| 3 4 0 ee 














对 于 连续 系统 及 其 离散 化 后 的 离散 系统 ， 在 能 控 性 与 能 观测 性 上 有 如 下 对 应 关系 。 

(1) 如 果 连 续 系统 不 完全 能 控 ( 不 完全 能 观测 ), 则 离散 化 之 后 的 离散 系统 必定 是 不 完 
能 控 ( 不 完全 能 观测 ) 的 。 

(2) 如 果 连 续 系统 完全 能 控 (完全 能 观测 ); 则 离散 化 之 后 的 离散 系统 不 一 定 是 完全 能 控 
(完全 能 观测 ) 的 ， 能 否 保 持 完全 能 控 ( 完 全 能 观测 )， 取 决 于 采样 周期 7 的 选择 。 


[ 例 3.19] 给 定 系统 如 下 所 示 


充 二 














y=[0 llx 
试 对 其 离散 化 ， 并 分 析 系 统 离散 化 前 后 的 能 控 性 与 能 观测 性 。 
[ 解 ] 连续 系统 的 能 控 性 、 能 观测 性 分 析 如 下 。 


IankO. -at -2 























kt k 灿 之 
rankQ, = ranl _1 小 =n 
离散 化 后 
8 
ed 二 大 -十 -六 S 十 1 tl|_ cost sint 
1 5s 24 _5 | [sint cost 
站 总 丰 1 


cosT sin 了 
G=e” = 








一 Sin7 cosT 


2=| Varnpdt = Sin 了 
0 一 1 十 cos 了 











三 和 三 的. 训 
离散 化 系统 的 能 控 性 、 能 观测 性 
Sin 了 一 sin7 十 2sinT cos7 


det R. = det 2 5 
cos7 了 一 1 cos 了 一 sin 了 一 cos 了 








=2sinT(cosT —1) 


det R, = det 一 sin 了 








一 sin7 cos7 


所 以 它们 是 否 满 秩 取 决 于 7 的 取 值 ， 当 7 = kx(k =1,2,…) 时， 离散 化 系统 既 不 完全 能 
控 又 不 完全 能 观测 ， 当 了 = krx(k = 二 1,2,…) 时 ,离散 化 系统 保持 原 连 续 系 统 的 能 控 性 与 能 观 
测 性 。 


3.3 ”能 控 标 准 型 与 能 观测 标准 型 


在 分 析 线 性 系统 时 ， 总 希望 首先 把 系统 表述 为 更 为 简单 的 具有 特殊 结构 的 表述 形式 。 
在 1.3 节 中 ， 介 绍 了 能 控 标 准 型 、 能 观测 标准 型 ;对 角 标 准 型 和 约 当 标准 型 等 结构 简单 、 
含义 明确 的 表述 形式 ， 那 么 对 于 一 般 的 系统 表述 形式 ， 能 否 将 其 转换 为 等 价 的 简单 表述 形 
式 ， 若 能 ， 如 何 转换 将 是 本 节 和 下 节 讨论 的 问题 。 
本 节 考 虑 如 下 单 输入 一 单 输出 线性 定常 系统 
X=Ax+bu 
y=cx 





(3.10) 
设 4 的 特征 多 项 式 为 
det(sT — A)=s" Fas" ++a, s+a, 
3.3.1 系统 的 等 价 变换 
设 系统 的 状态 空间 方程 为 
X=Ax+Bu, y=Cx+Du 
引入 坐标 变换 x= Px， 且 detP 二 0， 代 入 上 式 ， 得 到 变换 后 的 状态 空间 方程 为 
T=At+Bu, y=Ci+Du 
且 有 如 下 关系 成 立 
A=P'AP, B=P'B, C=CP, D=D (3.11) 
结论 3.2 如 果 两 个 状态 空间 描述 之 间 存 在 式 (3.11) 的 关系 ， 则 称 它们 是 代数 等 价 的 ; 
变换 x= PX 称 为 线性 非 奇异 等 价 变换 ， 简 称 等 价 变换 。 
坐标 变换 的 实质 是 换 基 底 ， 这 种 变换 改变 了 系统 数学 模型 的 形式 ， 而 不 改变 系统 的 固 
有 内 在 性 质 。 这 里 所 提 到 的 内 在 性 质 至 少 包含 以 下 内 容 。 
(1) 变换 前 后 ， 系 统 的 特征 值 不 变 ， 即 det(sT 一 A) = det(sT 4) 。 
证 明 : det(sT 一 A)=det(sP"'P-P'AP)= det[P '(sT — A)P] 
一 detP .det(sT 一 和 :det 已 = det(sT — A) 














(2) 变换 前 后 ， 系 统 的 传递 函数 逢 阵 不 变 , 即 C(sT -4)'B=C(sT- 人 D1'B。 
证 明 : C(sT -A)'B=CP(sP"'P-P'AP)'P'B 


=CP[IP'(sIT— A)P]'P'B=C(sT— A)'B 


(3) 变换 前 后 ， 系 统 的 能 控 性 与 能 观测 性 不 变 ， 即 


rank[ B: AB:.……: A"'B]=rank[B: AB:.……: A"'B ] 


C 


C4 
rank| . |=rank 


CA™ CA 
证 明 : 0 =[B: 4B:…:A"'B]=[P 'B:P'AB:…:P'A"'B]=P"'0,。 


考虑 到 rankP = 二 n， 因 此 


rankO. < min{rankP, rankQ.} = IrankO. 


又 由 Q. = PO.， 则 


rankO_ < min{rankP, rankO.}= rankO. 


所 以 
rankQ. = rankO, 
同 理 ， 可 以 证 明 rankO, = rankO， 
3.3.2 ”能 控 标 准 型 


定义 3.6 对 式 (3.10) 描 述 的 系统 ， 若 
0 


TO 1 一 -1 7 -4 


则 称 这 种 形式 为 能 控 标 准 型 ， 且 系统 是 完全 能 控 的 。 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
| 
1 


该 系统 的 能 控 性 可 通过 判断 此 时 系统 的 能 控 性 判别 矩阵 的 秩 得 到 验证 。 


定理 3.14 若 式 (3.10) 描 述 的 系统 完全 能 控 ， 则 必 存 在 非 奇异 变换 


x=Px 
其 中 


a 4 


RR 
P=|b Ab AWB): a 
a 1 
1 
能 将 系统 (3.10) 变 换 为 代数 等 价 的 能 控 标 准 型 


5 
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0 | 0 
> ee i) 1 a i | 三 
4=P 4P=|0 | ,b=P b=|0. c=ceP 
Nae eed Se wand ai 
-a | TO | | 


证 明 : 因 系 统 完全 能 控 ， 故 rank|5, 45,…, 4"16|=n ， 即 b,4b,…, 4"'b 线性 无 关 ， 














此 
和 a 1 
a 1 
Ip ps 7 pl=ls Ab 1 Ab : a 
al 下 
1 
Pi=a b+ta, Abt+:+aA b+A™'b 
p=a, bta Abt+taA"™ b+A'b 
p=b 
进而 得 到 
Pi=a,ip, + Apin i=1,2,…,n—1 
移 项 得 
4P = p,—a,ip, i=]1,2,…,n—1 (3.12) 
利用 凯 莱 -哈密 尔 顿 定理 
4 = Ala, b+a, yAb+-+aA" b+A"'b) 
=—abt(a, ta Ata, ysA ++aAd"' +A")b (3.13) 
=—ap, 











式 (3.12) 和 式 (3.13) 可 写 出 下 式 











whoo 
jh 0 
P=l0 1 .0 as 
| 
pl， 1 all 











转 置 得 


0 1 CW 志和 
0 0 Le 

Alp, p, … p,]=[p, p; * pl : : i (3.14) 
0 0 0 1 
—a, 一 0 1 一 0 一 4 








又 由 4= P-L4P ， 则 
Alp p, … p,]=[p, p, … p,]A (3.15) 
比较 式 (3.14) 和 式 (3.15)， 可 以 得 到 














0 
A=P-'4AP= 时 入 
= -| ,| 
一 --: pe 
-a, | a ~a 
因为 =P "b=[p，p，… p,] b， 且 由 于 b= 
则 
b=Pb=[p, -pi p,]b=p, 
所 以 有 
0 
五 = | 
0 
1 


证 毕 。 
定理 的 结论 说 明 * 只 要 是 完全 能 控 的 系统 ， 必 可 通过 非 奇异 变换 化 为 能 控 标 准 型 ， 且 
给 出 了 变换 阵 的 构成 方式 。 


[ 例 3.20] 已 知 下 列 完 全 能 控 系 统 














-4 2 0 2 
x=| 1 -3 1 |x+lOlu 
0 1 -2 lo 
y=l[l 0 Olx 
试 求 系统 的 能 控 标准 型 。 
[ 解 ] 
2 -8 36 
2 = Ab 48|=|0 2 -14 
0 0 2 








det(sT — A)=s’ +9s’* 十 23s 十 16 





















































构造 恶 阵 
色 坊 i 时 旬 1 
F=|la 1 0= 1 0 
i © do | & 0 
则 非 奇异 变换 阵 
2 -8 36123 9 1] [lo 10 2 
P=OF=|0 2 -14l9 1 0=|4 2 0 
00 2lool12 0 0 
0 0 工 
2 
P'=lo 1 -1 
本 了 
2 2 
0 ATR 厅 
4=P-4P=| 0NNO- 1 
46,\—23 -9 
0 
b=P'bp=|0 
1 
c=cP=[10 10 2] 
系统 的 传递 函数 为 
GO) SEL DD-B = bs tbstb 2s’+1l0s+10 


S$ + dis+ qs + a +9s* +23s+16 

仔细 对 照 系统 矩阵 和 传递 函数 的 系数 ， 能 控 标准 型 与 系统 的 传递 函数 之 间 可 以 很 容易 
地 转换 。 
3.3.3 ”能 观测 标准 型 

定义 3.7 对 式 (3.10) 描 述 的 系统 ， 若 


|，c=[0 … 0 J]]，5 无 要 求 


则 称 这 种 形式 为 能 观测 标准 型 ， 且 系统 是 完全 能 观测 的 。 
此 系统 的 能 观测 性 ， 可 通过 判断 此 时 系统 的 能 观测 性 判别 矩阵 的 秩 得 到 验证 。 
定理 3.15 若 式 (3.10) 描 述 的 系统 完全 能 观测 ， 则 必 存 在 非 奇异 变换 


xx 一 OZ 











| 第 3 章 能 控 性 与 能 观测 性 











其 中 
Od Oo-2 | 
c 
- 贡 | 
es cA 
0=| : a . |=F0, 
a 1 i 
1 cA” 
能 将 系统 (3.10) 变 换 为 代数 等 价 的 能 观测 标准 型 
X= AT+bu 
y= 
式 中 
0 0 am 
A=040'=) 50-0 0 1, 3- 
| 











定理 的 证 明 过 程 与 能 控 标 准 型 相 类 似 ， 故 略 去 。 也 可 用 对 偶 原 理 来 证 明 。 
定理 的 结论 说 明 , 只 要 是 完全 能 观测 的 系统 ; 必 可 通过 非 奇 异 变 换 化 为 能 观测 标准 型 ， 
且 给 出 了 变换 阵 的 构成 方式 。 





[ 例 3.21] 试 求 完全 能 观测 系统 






































-4 2 0 2 
X 一 |1 -3 1 区 二 0 
0 1 =2 “lo 
y 三 |E0 0]x 
的 能 观测 标准 型 。 
[ 解 ] 已 知 、det(sT 一 A)=s 十 9s’ 十 235 十 16 
c 1 0 0 
0.=|cd |=|-4 2 0 
cd| |18 -14 2 
23 9 1 | 
CO=|9 1 00,=5 2 0 
1 0 0 1 0 0 
G0 玫 
i 二 阁 
| 
1 5 
7712 
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0 0 -16 
了 =O040- =|1 0 -23 
0 1 -9 

10 

5=0b=|10 

多 








t=cQ"=[0 0 ] 
系统 的 传递 函数 为 
GO)=zr 一 本- 0 到 区 
s+as +asta 5 十 95 +23s+16 





请 与 例 3.20 的 能 控 标准 型 进行 比较 。 


3.4 ”线性 定常 系统 的 结构 分 解 

















上 节 介绍 可 知 ， 若 系统 是 完全 能 控 ( 完 多 能 观测 ) 的 ， 经 过 非 奇异 变换 总 可 以 得 到 相 
应 的 标准 型 。 对 于 不 完全 能 控 ( 不 完全 能 观测 ) 的 系统 ， 若 能 区 分 能 控 的 部 分 和 不 能 控 的 部 
分 ， 能 观测 的 部 分 和 不 能 观测 的 部 分 六 对 系统 进行 分 析 、 设 计时 将 带 来 许多 方便 之 处 。 对 
线性 系统 作 线性 非 奇 异 变换 ， 不 改变 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 ， 本 节 系统 的 结构 分 解 就 是 
利用 线性 非 奇 异 变换 来 解决 这 一 问题 的 。 

基于 能 控 性 与 能 观测 性 的 讨论 ， 系 统一 般 可 由 四 个 子 系统 组 成 ， 四 个 子 系统 的 状态 变 
量 把 状态 空间 分 割 成 四 个 子 空间 ， 如 图 34 所 示 。 结 构 分 解 ， 就 是 要 将 组 成 系统 的 各 个 子 























O 1 (能 观测 ) 





(不 能 控 》 本 、 (能 控 ) 


NO | (不 能 观测 ) 
图 3.4 状态 空间 分 布 图 
3.4.1 能 控 性 结构 分 解 


定理 3.16 若 系统 六 = Ax 十 Bu，y = Cx 不 完全 能 控 , 即 rankQ, =k<n, 则 必 存 在 非 
奇异 变换 





X 一 ZX 











将 系统 变换 为 能 控 性 结构 分 解 标准 型 


An 4 A, 
0 ie 


Xe Xe 


B. 
0 


u 


XNc 























XNc 


y=[Ce Cxc] 








xXc 
Xnc 
其 中 ，xc 为 维 能 控 分 状态 向 量 ，xwc 为 n 一 k 维 不 能 控 分 状态 向 量 ， 并 且 
rank|B AB … A™'B|=rank|B. AB. : A*'B.|=k 
C(sI—A)'B=C.(sT— A)'B. 
证 明 : 分 三 步 进行 证 明 。 
(1) 构造 变换 阵 了 了， 导出 能 控 性 结构 分 解 标 准 型 。 








IankO =k 
在 Q. 中 存在 k 个 列 向 量 线性 无 关 ， 在 Q. 中 选取 大 个 线性 无 关 列 向 量 ， 记 为 
卫 = 绩 ve 
任意 构造 一 个 也 = Vt2 VJs 


使 得 了 = 加 工 ],,, 非 奇 异 ， 则 经 过 变换 x 二 TX ， 有 下 式 成 立 
A=7T “r=| 人 
0 Ac 


证 明 过 程 略 。 
(2) 证 明 xc 为 能 控 分 状态 。 


k=rankQ, =rank|B AB : A'"'B| 





5 G=CT=|G.. Gd 
A Ww 0 » c NC 


rank| Se! 4Be 1 ! AE'B. 
01 0 ll 0 
=rank[B. | AB. | | Ae'B.| 











日 凯 莱 一 哈密 尔 顿 定理 ， 因 为 本 是 kxk 和 矩阵 ， 故 发 及 ,和 -1B. 均 可 表示 为 
{Bc, BA-Bc] 的 线性 组 合 ， 因 而 导出 
rank[Be AB. : A'B|=k 
这 表明 (4.,8B.) 为 能 控 对 ， 即 x 为 能 控 分 状态 。 
(3) 证 明 能 控 子 系统 与 原 系统 具有 相同 的 传递 函数 矩阵 。 
非 奇异 变换 不 改变 系统 的 传递 函数 矩阵 ， 即 
几 沁 为 
0 











G(s)=C(sI— A)'B=C(sI— A)'B 
sI-A. -A, 

0 ssT- A 
=Cc(sT— A)'B. 








证 毕 。 
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系统 能 控 性 标准 分 解 的 方 框图 如 图 3.5 所 示 。 











3.5 ”系统 按 能 控 性 分 解 后 的 方 框图 


从 图 中 可 直观 地 看 出 ， 系 统 的 不 能 控 部 分 既 不 受 输入 的 直接 影响 ， 也 没有 通过 能 控 
状态 x 而 受到 的 间接 影响 ， 所 以 不 能 控 部 分 > \ 的 内 部 不 受 外 作用 所 影响 。 


[ 例 3.22] 已 知 系统 (4,b,c) 的 相应 系统 矩阵 为 






































ji 21 0 
A= 1 0|, b=I0l; c= -1 1 
0 -4 3 1 
试 按 能 控 性 进行 分 解 。 
[ 解 ] 因为 
0 -1 -4 
rankQ. =rank|p Ab Abl=rank0 0 0|=2<n 
1 3 9 
所 以 系统 不 完全 能 控 。 构 造 变 换 阵 
0 -1 0 
T=|o0 0 1 
1 3 0 
其 逆 阵 为 
3 0 1 
T-: 一 

































































3 0 1 2 -lo -1 of lo -312 
了 =7-47=|-10olo 1 oloo 1=| 41-2 
0 100 -4 3 3 ol ol1 
3 0 1ol 1 
互 =7-0=|-1 0 0lo=lo 
0 1 ol lo 
0 -1 0 
C=cT=[L -1 ] 0% 1 =[L 2!-1 
1 3 0 
变换 后 的 表达 式 为 
0 -31 2 1 
C 上 Cc 
= 4 1 2+tlol 
NC 0 011 NC 0 
Pu NEE 
ySR\2 ee 








3.4.2 ”能 观测 性 结构 分 解 


定理 3.17 若 系 统 六 = Ax 十 Bu，y= Cx 不 完全 能 观测 , 即 rankO, =g<n, 则 通过 在 
2 中 任意 选取 4 个 线性 无 关 的 行 构成 五 元 再 另外 任 选 m 一 4 个 与 之 线性 无 关 的 行 向 量 构成 


已， 则 取 非 奇异 这 折 隆信 ， 引 入 非 奇异 变换 





x=Fx 
能 将 系统 变换 为 能 观测 性 结构 分 解 标 准 型 


4 Aio 


Xo 和 十 Bo 
B, 


NO 


u 


























Xo XNo 


学 到 [C。 ol 0 








ANo 
其 中 ，xo 为 大 维 能 观测 分 状态 向 量 ， xse 为 n 一 k 维 不 能 观测 分 状态 向 量 ， 并 且 
C Co 
rank 一 Iank Co = 


Cd CoAs 








C(sT— A)'B=C,(sT— A)'B, 
定理 的 证 明 方 法 同 定理 3.16， 此 处 略 。 
系统 能 观测 性 标准 分 解 的 方 框图 如 图 3.6 所 示 。 








3.6 ”系统 按 能 观测 性 分 解 后 的 方 框图 


[ 例 3.23] 已 知 系 统 ) (4,5,c) 的 相应 系统 矩阵 为 
































Hr2 一 1 0 
浊 三 | 0” -2 0|, b=|l0le=[ -1 1 
1 = 1 
试 按 能 观测 性 进行 分 解 。 
[ 解 ] 因为 
C 1 = 1 
rankOu =rank| c4 |=rank|-1 0 -ll=2<n 
cA’ | 
所 以 系统 是 不 完全 能 观测 的 。 构 造 变 换 阵 
1 :=L 4 
Fs=s|=1 0 =1 
0 0 1 
其 道 和 矩阵 为 
一 =i 
F =|-1 -1 0 
0 0 1 

















则 


















































1 -1 1]-2 2 -Wo -1 -1y] [fo 110 
4=-PdF- =- -1 0 -lo -2 0l-1 -1 0|=|-2 -3!0 
o 1l1 -4 ollo o 1|1 14 31 
1 -1 1lol fi 
b=Fb=|-1 0 -10=|-1 
0 0 1 
50: si 
zc=cF-=[L -1 1l-1 -1 0|=0 010] 
0 0 1 
变换 后 的 表达 式 为 
: 0 110 1 
Xo 1 
记 -|=|=2 一 3! 0 Sl 
4 37- [1 
区 
=[L 0140| -一 
眉 


3.4.3 ”系统 标准 分 解 


定理 3.18 若 系 统 禄 = Ax 十 Bu，y 三 Cx 不 完全 能 控 且 不 完全 能 观测 ， 则 必 能 通过 非 


w= 
实现 系统 的 标准 分 解 ， 其 表达 式 为 
Res 所 0 | 0 Aco B 
= i 
Xno A A hs A Xecxo I 

XNco 0 014 0 Xeco 0 
XNcno 0 0 |4, 4,mecwo 0 

Xco 

Se ss 2 

y=[G ol6 oe™ 

Nco 

XNcno 








其 中 ，xco 为 能 控 且 能 观测 分 状态 ，Xcwo 为 能 控 不 能 观测 分 状态 ， 和 co 为 不 能 控 能 观测 
分 状态 ， RecNo 为 不 能 控 不 能 观测 分 状态 。 标 准 分 解 的 方 框图 如 图 3.7 所 示 。 
































局 
© 

















和 

















图 3.7 ”系统 进行 标准 分 解 后 的 方 框图 


由 系统 结构 的 标准 分 解 ， 还 可 以 导出 下 面 的 重要 结论 。 
结论 3.3 对 不 完全 能 控 不 完全 能 观测 的 系统 ， 其 输入 输出 描述 ( 即 传递 函数 矩阵 ) 只 能 
反映 系统 中 能 控 且 能 观测 的 那 一 部 分 ， 即 
G(s)=C(s1— A)'B=C(s1 =4,)'B, 


结论 表明 ， 一 般 来 说 ， 传 递 函 数 和 矩阵 只 是 对 系统 结构 的 一 种 不 完全 的 描述 。 

由 定理 3.18 可 知 ， 当 变换 阵 了 确定 后 ， 只 要 经 过 一 次 变换 便 可 对 系统 进行 标准 分 
解 。 如 何 确定 7 可 参考 相关 文献 。 实 际 上 可 以 通过 分 步 分解 ， 获 得 标准 分 解 ， 其 步骤 
如 下 。 

(1) 首先 将 系统 》`(4,B,C) 按 定理 3.16 进行 能 控 性 分 解 , 将 系统 的 状态 分 解 为 上 维 能 
控 分 状态 xc 和 "一 上 维 不 能 控 分 状态 xsc ， 卓 


Xe 


x=T 








Xnc 
(2) 对 分 解 后 的 不 能 控 子 系统 ， 构 造 变 换 阵 大, ， 按 定理 3.17 进行 能 观测 性 分 解 。 
(3) 对 分 解 后 的 能 控 子 系统 ， 构 造 变换 阵 To ， 按 定理 3.17 进行 能 观测 性 分 解 。 
(4) 按照 元 = diag[Th6， 工 ,] 对 按 能 控 性 结构 分 解 后 的 系统 进行 变换 , 便 可 得 到 系统 的 
标准 分 解 。 
当然 ， 也 可 先进 行 能 观测 性 分 解 ， 再 进行 能 控 性 分 解 。 

















[ 例 3.24] 已 知 系统 》)(4,6b,c) 的 相应 系统 矩阵 为 


























0 0 -1 1 
4=|1 0 -3|, b=|1l|, c=[0 1 -2] 
0 1 -3 0 
试 对 系统 进行 标准 结构 分 解 。 
[ 解 ] 因为 
-0 
rankOu =rank|p Ab A’bl=rankll 1 -3|=2<n 
0 1 -2 








所 以 系统 不 完全 能 控 。 构 造 变换 阵 















































ON\Y1I-1 1 
加 1 
rl 2 2 
NC 0 0 ! 1 NG 0 
y=[ 1) 
对 能 控 子 系统 
' 一 ! 一 1 1 
X= xc 十 xnc 十 | | 
1 -2 一 2 0 
yc = —l]xc 
S, | -1 
rankQ.co = rank = Tank =1<2 
cc 人 i 
所 以 能 控 子 系统 不 完全 能 观测 ， 构 造 非 奇异 变换 阵 ， 对 能 控 子 系统 进行 能 观测 性 分 解 。 
mm 
T= 
0 1 
对 不 能 控 子 系统 
Xxc = —Xxc 











显然 是 能 观测 的 ， 不 需要 变换 ， 故 令 坞 , =1， 利 用 = diag[T，， ,] 对 按 能 控 性 结构 分 
解 后 的 系统 进行 X=Tbx 变 换 ， 系 统 甜 阵 为 4==T，A4T,'，B 一 T,b，5 二 cT,'， 系 统 分 
解 为 





—1! 0 1 
Be pl ot 四 
xxo| 一 | 工 上 xXcxo|+ lO 
co 0 | 0 

co 
y=[l 101 -2 YXcxo 

XNCO 

求 系统 的 传递 函数 
二 i 1 
GCC)=5(7 一 'b = 一 一 
(s)=6(sT—A1) b | 


即 系统 的 传递 函数 等 于 系统 中 完全 能 控 且 完全 能 观测 那 部 分 的 传递 函数 。 


3.5 ”系统 的 最 小 实现 


3.5.1 实现 问题 的 定义 


定义 3.8 对 于 线性 定常 系统 , 给 定 其 传递 函数 矩阵 C(s) , 若 可 以 找到 > `(4,B,C,D) 使 

下 式 成 立 
G(s)=C(sI— A)'B+D 

则 称 此 状态 空间 描述 》)(4,B,C,D) 为 给 定 传递 函数 矩阵 G(s) 的 一 个 实现 。 

所 谓 实 现 问题 ， 就 是 由 表征 系统 外 部 因果 关系 的 传递 函数 矩阵 ， 来 确定 表征 系统 内 部 
结构 特性 的 状态 空间 描述 。 
3.5.2 可 实现 的 条 件 

对 于 线性 定常 系统 ， 如 果 其 传递 函数 矩阵 G(s) 为 pxm 维 ， 则 传递 函数 和 矩阵 可 实现 的 
充分 必要 条 件 是 lim G(s) 为 p xm 维 的 常数 阵 ， 即 G(s) 是 真 的 有 理 分 式 ， 此 常数 即 为 系统 的 
关联 矩阵 D; 车 limG(s)=0， 则 G(s) 是 严格 真 的 有 理 分 式 。 以 下 在 研究 实现 问题 时 ， 均 
考虑 G(s) 是 严格 真 的 有 理 分 式 ， 若 不 是 ， 则 应 先 转换 为 严格 真 的 再 实现 。 
3.5.3 ”最 小 实现 
1.3 节 的 介绍 可 知 ， 同 一 个 系统 的 实现 有 多 种 形式 ， 且 传递 函数 矩阵 只 反映 能 控 且 
能 观测 部 分 ,同一 个 G(s) 还 能 导出 4 具有 不 同 维 数 的 实现 ， 这 些 不 同 的 方程 表示 了 系统 的 
不 同 物理 结构 。 在 众多 实现 中 ， 维 数 最 小 的 实现 称 为 最 小 实现 ， 它 能 以 最 简单 的 状态 空间 
结构 去 获取 等 价 的 外 部 传递 特性 。 












































关于 最 小 实现 ， 有 如 下 一 些 重要 的 结论 。 

结论 3.4 设 》 (4,B,C) 为 严格 真 的 传递 函数 矩阵 G(s) 的 一 个 实现 ， 则 其 为 最 小 实现 
的 充分 必要 条 件 是 》)(4,B,C) 为 完全 能 控 且 完全 能 观测 的 。 
结论 3.5 若 》 (4,B,C) 与 ),(4,,B,,C,) 均 为 给 定 传递 函数 年 阵 G(s) 的 最 小 实现 ， 
则 它们 一 定 是 代数 等 价 的 ， 即 存在 一 个 非 奇 异 矩 阵 了 使 下 面 式 子 成 立 。 
4=T"'AT, B,=7T"'B, C,=CT 
最 小 实现 不 唯一 ， 实 现 的 方法 也 很 多 。 下 面 介绍 一 种 常用 的 方法 ， 先 求 得 满足 G(s) 的 
能 控 型 实现 ， 再 从 中 找 出 能 观测 性 子 系统 ; 或 反 过 来 ， 先 求 得 满足 G(s) 的 能 观测 型 实现 ， 
再 从 中 找 出 能 控 性 子 系统 ， 从 而 得 到 最 小 实现 。 
对 单 变量 系统 ， 由 其 传递 函数 计算 状态 空间 描述 的 系统 矩阵 的 各 种 方法 在 前 面 章 节 已 
行 介绍 ， 在 此 仅 举 一 例 。 
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[ 例 3.25] 设 系统 的 传递 函数 为 
25 +2 
5 十 6s 十 118 十 6 
试 求 系统 的 (1) 能 控 性 实现 ，(2) 能 观测 性 实现 ; (3) 对 角形 实现 ，(4) 最 小 实现 ， 并 画 出 相应 
的 方 框图 。 
[ 解 ] (1) 能 控 标准 型 表述 的 描述 一 定 能 控 ， 故 其 能 控 性 实现 的 一 种 形式 为 


G(s)= 
































0 1 0 0 
=|0 0 1 |x 二 |0|z 
-6 -ll ~6 1 
y=[2 pa 0]x 
能 控 性 实现 的 方 框图 如 图 3.8 所 示 。 
Es 
2 
2 x | 壤 
STET HT 
-6 -ll 动 
Y 








图 3.8 ”能 控 性 实现 方 框图 
(2) 能 观测 标准 型 表述 的 描述 一 定 能 观测 ， 故 其 能 观测 性 实现 的 一 种 形式 为 





0 0 =6 2 
x=|1l 0 —lllx+|l2|lu 
0 1 一 6 0 














y=[0 0 lx 









全 现代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 
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能 观测 性 实现 的 方 框图 如 图 3.9 所 示 。 
u 
EE 
记 和 
了 P 二 i 
a Lh 
= -ll -6 
t t f 
3.9 ”能 观测 性 实现 方 框图 
2s+2 0 2 一 2 
为 G(s)= = 
G3) 因为 加 s+6s:+lls+6 i 
故 系 统 的 对 角 型 实现 为 
一 1 0 
= -2 YX 十 | 2|u 
-3 = 
y=[1 1 dx 


对 角 型 实现 方 框图 如 图 3.10 所 示 。 








图 3.10 ”对 角 型 实现 方 框图 
(4) 由 G(s) 2s 十 2 2(s+1) 

















b ， 传 递 孙 3 消 项 ， 
RNTETTDGT GT 可 以 看 出 传 速 函数 有 相 消 项 
的 系统 不 是 既 能 控 又 能 观测 的 ， 所 以 其 实现 不 是 最 小 实现 ， 对 消去 公 因子 后 

= 天 中 和 2 
8 十 6s 十 1ls 十 6 (s+2)(s+3) 
所 描述 的 系统 是 既 能 控 又 能 观测 的 ， 因 此 对 它 的 任意 一 种 实现 均 为 最 小 实现 。 下 面 以 对 角 
形式 给 出 最 小 实现 








故 所 描述 















































下 面 介绍 用 降 阶 法 求 多 变量 系统 最 小 实现 的 方法 。 

先 求 能 控 标准 型 ， 再 求 能 观测 子 系统 。 

设 严 格 真 的 传递 函数 征 阵 G(s) 为 pxm 维 ， 且 m<p 时 ， 应 优先 采用 本 法 。G(s) 的 第 
J 列表 示 u, 至 y(s) 的 传递 函数 矩阵 ， 记 为 Gj(s)， 则 





























T 
T |n,(s) n,(s) 
G = a 一 本 
= gn) AG) a) 
记 4(s)，… ,d,(s) 的 最 小 公 倍数 为 d(s)， 则 
1 T 
6-7 ga(s)| 
设 
d,(s)=s" 十 ojis + 十 Qj 
则 
gy(s) = Bris” + Bas + py, 
这 样 ，G,(s) 的 能 控 型 实现 为 
0 ! 
: 3 1 
Dl oi 
一 hm | Qj 一 0ju 
pas, Bi “= Pig 
s=l0 0=|: ; 
1 Ba, brn es LA 
令 j=1,2,…,m， 便 可 得 G(s) 的 实现 
A b 
A, b. 
如 各 三 Bn = ,Cp =[C, cc C,] 
本 b, 








可 以 证 明 上 述 实 现 一 定 是 完全 能 控 的 , 但 不 一 定 能 观测 , 为 此 要 利用 能 观测 性 判别 
矩阵 进行 判别 ， 若 系统 完全 能 观测 ， 则 此 实现 即 为 最 小 实现 ; 若 系统 不 完全 能 观测 ， 




















rankO, = 二 k<n， 则 从 Q, 中 选 k 个 线性 无 关 行 向 量 构造 S$ 阵 ， 由 SU = 求 出 U 阵 ， 则 
A= SAU, B=SB, C=CU 
即 为 所 求 的 最 小 实现 。 
先 求 能 观测 标准 型 再 求 能 控 子 系统 。 
设 严格 真 的 传递 函数 矩阵 G(s) 为 pxm 维 ， 且 p<m 时 ， 应 优先 采用 本 法 。G(s) 的 第 
i 行 表 示 yy 至 ul(s) 的 传递 函数 矩阵 ， 记 为 G(s) ， 则 


m(s) .和 (3) 
dn(s) din(s) 
记 di(s)，… ,di,(s) 的 最 小 公 倍数 为 di(s) ， 则 


G(s)=|[gn(s) … gi,(s)]= 








1 
G(s)= GO “pn(s)] 
设 
di(s)=s" +ons" "+N 
则 
2 


Py(s)= Bys" + Bis ++ By 
这 样 ，G,(s) 的 能 观测 型 实现 为 





A,= 
LA 
B =| 加 0 1] 
bn Bb 
令 i=1,2,…,p， 便 可 得 G(s) 的 实现 
4 B, I! 
a | | 
4A B © 





可 以 证 明 上 述 实现 一 定 是 完全 能 观测 的 ， 但 不 一 定 能 控 ， 为 此 要 利用 能 控 性 判别 矩阵 
进行 判别 , 若 系统 完全 能 控 , 则 此 实现 即 为 最 小 实现 ; 若 系统 不 完全 能 控 ，rankO. = 上 < ， 
则 从 @. 中 选 个 线性 无 关 列 向 量 构造 U 阵 ， 由 SU= 工 求 出 § 阵 ， 则 

A=SAU, B=SB, C=CU 


























即 为 所 求 的 最 小 实现 。 














[ 例 3.26] 试 求 下 列传 递 函 数 窍 阵 C(s) 的 最 小 实现 。 


4s+6 2s+3 
G(s)= Ey Se 


(s+D(s+2) (s+1)(s+2) 
[ 解 ] 方法 1: 先 求 能 控 标准 型 再 求 能 观测 子 系统 。 
对 G(s) 的 两 列 ， 有 
2s+3 
一 1 


4s 十 6 
一 2 


1 
(s+D(s+2) 


显然 有 di(s)=d,(s)=(s 十 D(s 十 2)=s 十 3s 十 2， 则 G(s) 两 列 的 能 控 型 实现 为 


A ey eo 
一 2 一 3 1 一 2 0 ” |=1 0 


1 


GD 


a(s)= 














= 和 4= 





故 有 G(s) 的 实现 为 
4 村 b a 
4-| a | | 本 9] 


判断 此 实现 的 能 观测 性 























6 XN.2 
Rr -1 0 
& 8 >-6 -4 -3 
C4 0 一 2 0 一 ! 
rankO, =rank| , ,|= rank =2<4 
CA li2 10 6 3 
CA’ 4 在 2 3 
-8 -6 -4 -3 
人 =2 0 = 
所 以 是 不 完全 能 控 的 ， 从 @, 中 选 出 线性 无 关 的 两 行 构成 8 阵 
6 4 3 2 
$= 
-20 -1 0 
由 SU =7,， 求 得 U 阵 为 
T 
0 业 0 0 
U= 6 
-1 一 1 0 
4 











方法 2: 先 求 能 观测 标准 型 再 求 能 控 子 系统 。 
对 G(s) 的 两 行 ， 有 









































工 1 
a 6 2s+3], A re =]] 
显然 有 di(s)=d,(s)=(s 十 D(s 十 2)=s 十 3s 十 2， 则 G(s) 两 行 的 能 观测 型 实现 为 
0 -2 6 3 -2 = 
= 和 4= ，ca=ea=[0 1], a-| | B;= 
1 一 3 4.2 0 0 
故 有 G(s) 的 实现 为 
Fd abe 
A= B= C= 
A, B, 硬 
判断 此 实现 的 能 控 性 
rankO. =rank|B AB 人 2B A'B| 
6 3 -8 -4»26 -20 -10 
4 2 -6 -3 10-5 -18 -9 
=rank 
-2 -1 0 0- 4 2 -12 -6 
0 02 1 6 3 -14 -7 
污 沪 不 考 
所 以 是 不 完全 能 控 的 ， 从 Q. 中 选 出 线性 无 关 的 两 列 构成 U 阵 
上 4 -2 | 
U= 
-4 -3 0 -1 
日 SU = 了 ， 求 得 5 阵 为 
s 人 府 ， 一 二 
0 0 0 -1 
故 最 小 实现 为 
.| = 1 s Ek 了 
A=SAU= ，B=5$SB= 2|, C=CU= 
2 -3 0 0 0 -1 











由 此 可 以 看 出 ， 最 小 实现 是 不 唯一 的 ， 但 最 小 实现 的 维 数 是 唯一 的 ， 对 本 例 而 言 ， 均 
为 两 维 的 。 











3.6 ”系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 仿真 








本 节 将 举例 介绍 如 何 














MATLAB 辅助 计算 、 分 析 本 章 介绍 的 内 容 。 














[ 例 3.27] 判断 下 面 系 统 的 能 控 性 与 能 观测 性 。 
a] [0 1 olxl fo 











元 |=|0 0 1lx,l+tll 
| |-6 -11 -6llx| lo 
为 
yw| [1L01 
»| |010 
3 


[ 解 ] 源 程序 : 


8 ex3_ 27 1.m 

判断 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 

a=[0 1 0;0 0 1;-6 -11 -6];b={0\1;1 0;0 1]; 
c=[1 0 1;0 1 0];d=0; 

n=length (a) 

qc=[b a*b a^2*b],nc=rank(qc 

if n==nc,disp('system is controllable® i 


else disp('system is uncontrollable !')rend 
qo=[c;c*a;ec*a^2] ,no=rank (qo) 

if n==no,disp("system is observable !'), 
else disp('system is unobservable !'),end 
运行 结果 : 

n= 

3 
qc= 


LV Ll =12 60 61 
nc = 
3 
system is controllable ! 
qo = 
0 
下 
志和 产 训 
0 0 下 











例 3.27 讲解 


% 输入 系统 矩阵 


s 求 系统 的 阶 次 
守 求 系统 能 控 性 判别 矩阵 及 其 秩 
gs 判断 能 控 性 


s 求 系统 能 观测 性 判别 矩阵 及 其 秩 
s 判断 能 观测 性 

















SF 


离散 系统 的 能 控 性 、 人 有 开启 和 系统 的 检 可 以 起用 上 的 
序 ， 故 不 再 举例 。 












YN 





[ 例 3.28] 利用 pe 这 全 320 和 全 1 题 。 
[ 解 ] 源 程序 








@@ 圭 


[ 例 3.29] 利 
[ 解 ] : 
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E， 还 给 出 了 变换 阵 和 能 控 变 量 、 能 观测 变 


由 与 前 面 提 到 的 标准 形式 不 一 样 ， 这 主要 是 
号 选取 不 同 。 若 要 得 到 前 面 提 到 的 标准 形式 ， 只 需 加 下 面 语句 


便 可 得 到 下 面 表述 形式 


此 结果 与 例 3.24 的 结果 不 一 致 ， 是 由 于 变换 阵 选 取 不 同 。 当 然 ， 也 可 以 按 例 3.24 的 
步骤 , 用 MATLAB 一 步 步 地 计算 。 如 能 控 性 结构 分 解 ， 先 构造 能 控 性 判别 矩阵 qe=ctrb(a,b)， 


= 
| 二 
/a 
p= 
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用 nc=rank(qc) 判 断 其 能 控 性 ， 选 取 线 性 无 关 的 列 ， 构 造 变换 阵 tc， 得 到 aa、bb、cc 即 为 
例 3.24 的 结果 。 





[ 例 3.30] 用 MATLAB 求解 例 3.25。 
[ 解 ] 源 程序 : 





运行 结果 同 例 3.25。 若 系统 有 重 根 ， 则 可 用 约 当 命令 做 约 当 标准 型 实现 。 


[ 例 3.31] 用 MATLAB 求 例 3.25 和 例 3.26 的 最 小 实现 。 
[ 解 ] 源 程序 : 





= 
= 
= 








运行 结果 : 





3.7 小 结 


本 章 对 线性 系统 进行 了 定性 分 析 。 通 过 对 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 的 定义 、 性 质 及 判 
别 方法 的 讨论 ， 揭 示 了 系统 的 内 在 结构 特性 。 利用 非 奇 异 变换 ,给 出 了 求 取 能 控 标准 型 、 
能 观测 标准 型 及 结构 分 解 的 方法 。 本 章 对 系统 实现 问题 的 基本 概念 和 基本 属性 作 了 进一步 
讨论 , 着 重 介 绍 了 最 小 实现 的 物理 意义 和 基本 方法 。 最后, 举例 介绍 了 如 何 利用 MATLAB 
对 本 章 内 容 进 行 计算 和 分 析 。 


= 
/三 三 
LA 一 
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3.8 ”习题 


3.8.1 判断 下 列 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 。 














(1) x= L De l u, y=[0 1]x 
< 0 
-2 2 -! 0 
(2) x=|0 -2 0 lx+lOlu, y=[1 -1 1]x 
1 -4 0 1 
0 1 0 Li 
(3) x=I0 0 1lx+tlo lw "二 | 
-2 -4 -3 -1 1 ! LA 
3.8.2 判断 下 列 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 。 
-2 0 0 1 
(1) =|0 -4 OlxtOlu, y=[ 0 lx 
0 0 -3 1 


























1 100 1 0 
0) zl 1 0 UY of, >- 0 0 中 
0 0 2 0 1 1 021 0 
0 003 | 
>x 久 1/ 0 0 
G) x=| 0 -2 0|x+tlllu y=[L 0 lx 
0 0 -2 | 
-5 0 0 1 3 
(4) x=|0 -5 Olx+|l3 9lu, "| 2 
0 1 6 
0 0 1 2 0 








3.8.3 给 定 系 统 


求 : (1) 确定 使 系统 完全 能 控 时 待定 系数 的 取 值 范围 ; 
(2) 确定 使 系统 完全 能 观测 时 待定 系数 的 取 值 范围 ; 
(3) 确定 使 系统 既 能 控 又 能 观测 时 待定 系数 的 取 值 范 
3.8.4 给 定 系统 








ea 











0 
1 


0 
这 十 
;| 


试 确定 系统 的 状态 能 控 性 和 输出 能 控 性 。 


莹 后 Ws; y=[0 lx 
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3.8.5 给 定 离散 时 间 系 统 



























































1 0 0 1 
x(k+D=|0 2 —2|x(k)+|0lu(k) 
-1 1 0 1 
DJ( 虽 =[0 1 1]x(k) 
判定 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 。 
3.8.6 给 定 离散 时 间 系 统 
人 本 x 了 十 了 一 一 
wk+l) eT nt 1 一 e- 
其 中 7 关 0， 试 分 析 ， 此 系统 有 无 可 能 在 不 超过 27 的 时 间 内 使 任意 的 一 个 非 零 初 态 转移 到 
原点 ? 
3.8.7 已 知 系统 
-1 -2 -2 [2 
(1) x=I0 -1 1lxtlolu, y=[ orx 
J 1 
111 0 
(2) x=I0 1 Olx+llla, y=[ 0 1x 
1 11 0 
试 分 别 判断 其 能 控 性 。 如 完全 能 控 ， 将 其 转换 为 能 控 标 准 型 ， 如 不 完全 能 控 ， 则 找 出 它 的 
能 控 子 系统 。 


3.8.8 对 3.7 题 判 断 其 能 观测 性 。 如 完全 能 观测 ， 将 其 转换 为 能 观测 标准 型 ; 如 不 完全 
能 观测 ， 则 找 出 它 的 能 观测 子 系统 。 














3.8.9 已 知 系统 
1 0 0 0 
x=| 2 2 3|x+|O0lwu, y= 0 lx 
= 1 
试 对 其 进行 结构 分 解 。 





3.8.10 求 下 面 传递 函数 的 能 控 型 实现 、 能 观测 型 实现 和 约 当 型 实现 。 








4s* +17s+16 


G(s)=— OO——————— 
®) s+7s* 二 16s +12 








3.8.11 求 下 列 系统 的 最 小 实现 。 


8 十 7s 十 10 S 十 6s 十 8 
; 2) GCG)= 一 人 


TD CO)= 一 一 一， 一 一: 
WS) 5 十 6s2 十 1ls 十 6 十 4s 十 3 
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3.8.12 已 知 系统 的 传递 函数 矩阵 为 














1 
_|sG+D s+l el 8 
(1) G(s)= , (2) G(s)= 2 本 
s+1l s+l SS 1-—s 
试 求 系统 的 能 控 型 实现 、 能 观测 型 实现 和 最 小 实现 。 
3.8.13 己 知 能 控 且 能 观测 的 两 个 系统 5S, 和 5S,， 其 中 ， 
A | = 人 | a=[2 1] 
| = | 2 


i T= 4x, th = ly i 
cx 

(1) 试 求 x=[x， x] 对 应 的 状态 方程 。 

(2) 考察 系统 的 能 控 性 及 能 观测 性 。 

(3) 求 关 于 5, 、5, 这 两 个 子 系统 的 传递 函数 ,并 验证 (2)。 





第 不 章 
稳定 性 分 析 


稳定 性 是 系统 的 重要 特性 ， 是 系统 正常 工作 的 必要 条 件 ， 它 描述 初始 条 件 作 用 下 系统 
方程 的 解 是 否 具有 收敛 性 ， 与 输入 作用 无 关 。 当 系统 采用 状态 空间 描述 以 后 ， 李 雅 普 诺 夫 
在 19 世纪 末 提 出 的 稳定 性 理论 ， 不 仅 适用 于 单 变量 、 线 性 、 定 常 系统 ， 还 适用 于 多 变量 、 
非 线性 、 时 变 系统 ， 在 现代 控制 系统 的 应 用 中 不 断 得 到 发 展 。 

李 雅 普 诺 夫 提 出 了 两 类 解决 稳定 性 问题 的 方法 ， 即 李 雅 普 诺 夫 间 接 法 和 直接 法 。 李 雅 
普 诺 夫 间接 法 通过 求解 微分 方程 的 解 来 分 析 运 动 稳定 性 ， 即 通过 分 析 非 线性 系统 线性 化 方 
程 特征 值 分 布 来 判别 原 非 线 性 系统 的 稳定 性 。 李 雅 普 诺 夫 直接 法 则 是 一 种 定性 方法 ， 它 无 
须 求解 非 线性 微分 方程 ， 而 是 构造 一 个 李 雅 普 诺 夫 函数 ， 研 究 它 的 正定 性 及 其 对 时 间 的 导 
数 的 负 定 或 半 负 定 ， 来 得 到 稳定 性 的 结论 ， 这 一 方法 在 学 术 界 广泛 应 用 ， 影 响 极其 深远 。 
一 般 我 们 所 说 的 李 雅 普 诺 夫 方法 就 是 指 李 雅 普 诺 夫 直接 法 。 

虽然 在 非 线性 系统 的 稳定 性 分 析 中 ， 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 理论 具有 基础 性 的 地 位 ， 但 在 
具体 确定 许多 非 线性 系统 的 稳定 性 时 ， 却 并 非 直截了当 的 。 技巧 和 经 验 在 解决 非 线性 问题 
时 显得 非常 重要 。 

本 章 主 要 介绍 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 理论 及 其 在 系统 稳定 性 分 析 中 的 应 用 。 















































4.1 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定义 


稳定 性 的 物理 意义 是 指 一 个 系统 的 响应 是 否 有 界 ， 这 就 是 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 数学 概念 
的 基础 。 他 规定 了 三 种 情况 : 对 于 系统 初 值 的 一 个 扰动 ， 如果 系统 响应 的 幅 值 是 有 界 的 ， 
那么 这 个 系统 就 是 稳定 的 ; 反之 就 是 不 稳定 的 ; 另外 , 如 果 系 统 的 响应 最 终 回 到 初始 状态 ， 
则 这 个 系统 称 为 渐 近 稳定 的 。 因 此 ， 稳 定 、 渐 近 稳 定 、 不 稳定 ， 这 就 是 李 雅 普 诺 夫 定义 的 
三 种 情况 。 

考虑 如 下 nn 阶 自由 系统 














X= f(x,0) (4.1) 
式 中 x 为 n 维 状态 向 量 ，f(x,?) 是 变量 x,x,,…,x, 和 + 的 n 维 向 量 函 数 。 
状态 方程 式 (4.1) 可 以 是 线性 方程 ， 也 可 以 是 非 线性 方程 。 
定义 4.1 对 n 阶 自由 系统 了 (x,t)， 若 存在 某 一 状态 x,.， 对 所 有 ! 都 有 (xD 三 0， 
则 称 x. 为 系统 (4.1) 的 平衡 状态 或 平衡 点 。 
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显然 ， 当 系统 处 于 平衡 状态 时 ， 在 无 外 力作 用 的 条 件 下 将 永远 维持 在 该 平衡 状态 。 但 
是 ， 一 个 系统 不 一 定 都 存在 平衡 状态 ， 若 存在 也 不 一 定 是 唯一 的 。 如 对 线性 时 不 变 系统 有 
xD=4xc(D (4.2) 

















则 当 系 数 矩 阵 4 为 非 奇异 时 ， 满 足 

Ax.=0 (4.3) 

的 x, 只 有 一 个 ， 且 为 x, =0， 即 状态 空间 的 坐标 原点 ( 零 状态 ) 是 该 系统 唯一 的 平衡 点 。 若 

矩阵 4 是 降 秩 的 矩阵 时 ， 则 满足 式 (4.3) 的 状态 x. 不 止 一 个 ， 但 x. = 0 一 定 是 其 中 的 一 个 。 
对 非 线性 系统 是 否 有 或 有 多 少 个 平衡 状态 就 决定 于 
Jox.D=0 














能 有 几 个 常 值 解 。 

下 面 给 出 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 关于 稳定 性 的 定义 。 

定义 4.2 对 任意 e>0， 存 在 6(e,)>0， 当 |x, 一 <6 时 ,* 有 |x()-x|<e (对 
1> 加 )。 则 称 平衡 状态 x, 是 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 稳定 的 ,简称 李 氏 稳定 。 若 6(e,1,)= 6(e)， 
与 初始 时 刻 无关 ， 则 称 这 个 稳定 为 一 致 李 氏 稳定 。 
其 中 ，|z 一 x| 为 欧 几 里 德 范 数 ， 即 

|> 一 x,l =y(% —x.) 了 es A.) 十 一 十 (%, 一 x ) 

定义 4.3 若 系统 不 仅 是 李 雅 普 诺 夫 意义 下 稳定 的 , 且 有 lim x(0) = x。， 则 称 平衡 状态 x 
是 渐 近 稳定 的 。 若 5(e,) = 5(=) 与 无 关 ， 则 称 为 一 致 渐 近 稳定 。 

定义 4.4 若 对 任意 x ,都 有 limx(1) = x。.， 则 称 平衡 状态 x, 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 

定义 4.5 若 对 任意 给 定 实数 。>0 ,不 论 5 的 值 有 多 小 , 至 少 有 一 个 x , 当 |m 一 x|<5 
时 |x() 一 | > = ， 则 称 此 平衡 状态 x 是 不 稳定 的 。 

图 4.1 以 三 阶 系 统 为 例 给 出 了 关于 平衡 点 x, 李 雅 普 诺 夫 意义 下 稳定 (a 曲线 )、 渐 近 稳 
定 (b 曲线 ) 和 不 稳定 (c 曲线 ) 的 几何 意义 。 图 4.2 从 物理 意义 上 直观 地 给 出 了 这 些 稳定 性 的 
概念 ， 其 中 4 表示 一 个 光滑 的 板 面 ，B 是 一 个 小 球 。 显 然 在 图 示 的 三 种 情况 下 a 点 都 是 平 




































































图 4.1 稳定 性 的 几何 意义 
曲线 a 一 一 渐 近 稳定 ; 曲线 "一 一 稳定 ;曲线 c 一 一 不 稳定 











(a) 不 平衡 (b) 随意 平衡 (c) 稳定 或 渐 近 稳定 
图 4.2 稳定 性 的 物理 意义 


衡 点 。 但 图 4.2(a) 是 不 平衡 的 ， 因 为 在 a 点 的 小 球 受 扰动 而 偏离 该 点 后 不 会 再 恢复 到 该 
处 ; 图 4.2(b) 是 随意 平衡 的 ， 因 为 当 小 球 受 扰动 而 偏离 a 点 后 可 停 在 任意 点 (在 有 摩擦 的 情 
况 下 ); 图 4.2(c) 的 a 点 当 小 球 B 与 板 面 4 间 无 摩擦 时 是 李 雅 普 诺 夫 意义 下 稳定 的 ， 当 二 者 
间 有 摩擦 时 是 渐 近 稳定 的 。 

下 面 介绍 李 雅 普 诺 夫 理 论 中 判断 系统 稳定 性 的 方法 。 












































4.2 ” 李 雅 普 诺 夫 间 接 法 


李 雅 普 诺 夫 间接 法 (也 称 为 李 雅 普 诺 夫 第 一 法 ) 是 通过 状态 方程 解 的 特性 来 判断 系统 稳 
定性 的 方法 ， 或 者 说 是 根据 4 的 特征 值 (极点 ) 来 判断 系统 的 稳定 性 。 
4.2.1 线性 定常 系统 的 稳定 性 

定理 4.1 (间接 法 稳定 判断 定理 ) n 阶 线性 定常 系统 六 = Ax ， 平 衡 点 为 x, =0， 有 

(1) Xx, 是 李 雅 普 诺 夫 意义 下 的 稳定 , 其 充 要 条 件 是 4 的 约 当 标 准 型 中 实 部 为 零 的 特 
征 值 所 对 应 的 约 当 块 是 一 维 的 ， 且 其 余 特征 值 均 有 负 实 部 。 

(2) .是 浙 近 稳 定 的 充 要 条 件 是 4 的 特征 值 均 有 负 实 部 。 

(3) Xx, 是 不 稳定 的 充 要 条 件 是 4 有 某 特征 值 具有 正 实 部 。 
说 明 : 事实 上 ，4 与 其 约 当 标准 形 J 具有 相同 的 特征 值 ， 且 有 

PAP=J, x(t!)=e =Pe’P 
故 讨论 |e 人 | 的 有 界 性 与 讨论 |e 人 的 有 界 性 是 等 价 的 。 











J e” 
ht 
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则 
大 FE ER 和 
e” te Ee 
| 1 2 Fh 
e=|0 e 入 a) 
0 0 .… e” 
当 v 的 特征 值 均 有 负 实 部 时 ， 显 然 有 1 一 = ， |e”|=0， 则 渐 近 稳定 。 
当 了 的 某 特征 值 实 部 大 于 0 时 ，7 -… 。 ，|e| 无 界 ， 则 不 稳定 。 
当 v 的 某 特征 值 力 的 实 部 为 0 时 , 所 对 应 的 约 当 块 大 于 一 维 , 则 存在 : 的 寡 函 数 项 ， 
当 /一 吧 时 | 无 界 ， 不 稳定 ， 当 站 是 一 维 时 ， 不 存在 ;的 寡 函 数 通 ， 当 ! -时 | 有 











界 ， 是 李 氏 稳定 的 。 


[ 例 4.1] 考虑 下 面 系统 在 x. = 0 平衡 点 的 稳定 性 。 








. OX1 
¥= x 
0 0 
[ 解 ] 4 的 特征 值 4, =0 所 对 应 的 约 当 块 是 二 维 的 。 
We 
ED A ~ | 
0 1| I01 
5 
A 1 txo 
x(t)=€ 一 0 ix = Xio + xX» + txyo 
20 














当 ! 一 co ， 有 x(D) 一 co ， 故 系统 在 x. = 0 是 不 稳定 的 。 


[ 例 4.2] 判断 系统 的 稳定 性 。 








[ 解 ] 系统 的 特征 多 项 式 为 


和 本 全 二 


1 
f(s)= I rar 
s 








其 特征 根 为 一 1( 二 重 根 )， 从 定理 4.1 的 (2) 可 知 系统 是 渐 近 稳定 的 。 














4.2.2 ” 非 线 性 系统 的 稳定 性 


对 非 线 


域内 展开 成 泰勒 级 数 ， 即 











性 系统 立 = f(x,t) ， 设 x. 为 其 平衡 点 。 首 先 将 系统 在 x, 附近 线性 化 ， 在 x, 邻 





._ of 
2 (一 过) 十 Ra 





式 中 ，R(x) 是 级 数 展开 式 中 高 阶 导数 项 。 





为 雅 可 比 和 矩阵 


在 一 次 近 
(1) 4 





Ox er， Ox, 
及 及 .. 双 
0 oe He Ox, 





o vs 
Ox er; Ox, 








隆 ， 令 天 二 x 一 x 4= 直 i 则 系统 的 线性 化 方程 为 
X= 4 和 

似 的 基础 上 ， 李 雅 普 诺 夫 给 出 以 下 结论 。 

4 特征 值 均 有 负 实 部 ， 则 x 渐 近 稳定 ， 与 R(x) 无 关 。 





(2) 4 的 特征 值 至 少 有 一 个 有 正 实 部 ， 则 x. 不 稳定 ， 与 R(x) 无 关 。 
(3) 4 的 特征 值 至 少 有 一 个 实 部 为 0,- 则 x. 的 稳定 性 与 R(x) 有关， 不 能 由 4 来 决定 。 





[ 例 4.3] 判 


断 下 面 系统 的 稳定 性 。 


名 三 为 一 为 地 
二 加 一 节 











[ 解 ] 系统 有 两 个 平衡 状态 。 xs =[0 中 和 xs=[L 下 国 # 玉 加 
oS |-% -x | 
| 回 5 
Ia 例 43 讲解 
将 系统 在 x 处 线性 化 ， 得 


特征 值 为 4 








站 


二 1， 罗 = 一 1， 可 见 该 系统 在 x, 处 不 稳定 
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将 系统 在 x,, 处 线性 化 ， 得 


各 下 


特征 值 为 4 =j， 丸 = 一 i:， 特 征 值 实 部 为 0， 不 能 根据 4 来 判断 稳定 性 。 





4.3” 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 


李 雅 普 诺 夫 直 接 法 (也 称 为 李 雅 普 诺 夫 第 二 法 ) 不 需要 求解 系统 的 特征 值 ， 而 是 根据 李 
雅 普 诺 夫 函数 的 变化 来 判别 系统 的 稳定 性 。 
1. 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 的 物理 意义 


李 雅 普 诺 夫 直 接 法 是 从 能 量 的 观点 来 分 析 系 统 的 稳定 性 的 。 如 果 一 个 系统 存储 的 能 量 

是 逐渐 衰减 的 ， 这 个 系统 就 是 稳定 的 ， 反 之 ， 如 果 系 统 不 断 从 外 界 吸 收 能 量 ， 能 量 越 来 越 
大 ， 这 个 系统 就 是 不 稳定 的 。 这 个 常识 是 不 难 理解 的 ,我 们 重新 考察 图 4.2 所 示 的 三 种 情 
况 。 从 力学 的 观点 看 , 势能 最 低 点 将 是 一 个 稳定 的 平衡 点 , 即 当 一 个 物体 仅 受 重力 作用 时 ， 
物体 的 重心 位 置 最 低 时 所 处 的 平衡 状态 是 稳定 的 。 显然 ， 图 4.2(a) 的 平衡 点 a 的 位 置 最 高 ， 
即位 能 最 大 ， 因 此 该 点 不 是 最 小 储 能 点 ,从 而 是 不 稳定 的 平衡 点 。 对 图 4.2(b)， 小 球 8 在 
平面 4 上任 一 点 的 位 能 都 是 相同 的 因此， 若 以 平面 4 的 位 能 为 参考 点 ， 则 当 小 球 在 4 上 
任 一 点 停 下 时 ， 小 球 的 位 能 和 动能 之 和 为 零 ， 都 是 最 小 储 能 点 ， 所 以 它 是 随意 平衡 的 。 对 图 
4.2(c)， 当 小 球 受 扰动 后 将 做 往复 运动 ， 并 在 此 运动 过 程 中 动能 与 位 能 相互 交换 。 若 小 球 与 
面 间 有 摩擦 存在 ; 则 在 运动 过 程 中 因 摩 擦 而 消耗 能 量 ， 最 后 必 将 停 在 a 点 ， 此 时 小 球 的 
位 能 (以 a 为 参考 点 ) 与 动能 之 和 为 零 ， 即 a 点 是 最 小 储 能 点 ， 故 是 渐 近 稳定 的 平衡 点 ; 若 
不 存在 摩擦 ， 则 这 种 能 量 交换 过 程 将 无 休止 地 进行 下 去 ， 因 此 在 李 雅 普 诺 夫 意义 下 是 稳定 
的 ， 但 不 是 渐 近 稳定 的 。 通 过 对 图 4.2 所 给 的 三 种 情况 的 稳定 性 分 析 可 以 看 出 ， 对 一 个 运 
动 

方 
































动 系统 可 以 从 系统 所 储存 能 量 的 变化 直接 判断 其 稳定 性 ， 而 无 须 求解 描述 系统 运动 状态 的 
程 。 即 当 系统 所 储存 的 能 量 是 逐渐 减少 时 ， 这 个 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 ; 若 系统 所 储存 
的 能 量 是 增加 的 (如 从 外 界 吸收 的 ， 或 因 化 学 反应 而 产生 的 )， 则 系统 就 是 不 稳定 的 ， 而 当 
系统 的 总 能 量 是 不 变 的 ， 则 是 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 稳定 的 (或 简称 为 稳定 的 )， 如 持续 (等 幅 ) 
振荡 过 程 。 为 了 进一步 理解 这 个 问题 ， 下 面 ， 我 们 再 观察 如 图 4.3 所 示 的 RC 电路 放电 过 
程 。 





























假定 电容 C 的 初始 电压 为 V.(0)， 电阻 为 R, 电容 放电 的 微 


























4 分 方程 为 
EE ROVE =0 
这 是 一 个 一 阶 系统 ， 取 状态 变量 x = 及， 于 是 
图 4.3 RC 电路 dx 


RC 一 +x=0 
df 











这 个 方程 的 解 
(=x(0)e 
这 就 是 电容 放电 时 电压 的 动态 过 程 。 显 然 ， 这 个 动态 过 程 是 稳定 的 。 但 也 可 以 从 能 量 
的 观点 来 说 明 。 因 为 电容 器 储存 的 能 量 


E.=lcy2= 了 ce -TceOe ™ 














2 
玖 总 为 正 值 ， 而 能 量 对 时 间 的 导数 
dE _ ,2t. 
d (ROE 


为 负 值 ， 这 表示 能 量 是 逐渐 衰减 的 ， 因 此 放电 过 程 是 稳定 的 。 显 然 这 个 分 析 是 有 普遍 意义 
的 ， 如 果 我 们 用 标量 函数 V(x) 表示 系统 的 能 量 ，V(x) 就 总 应 该 是 个 正 值 ， 若 dV(x)/dt 是 
负 值 ， 系 统 就 稳定 。 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 就 是 用 V(x) 和 dV(x)/dt 的 正 负 来 判别 稳定 性 的 。 
也 就 是 说 ， 对 一 个 给 定 的 系统 ， 只 要 能 找到 一 个 正 的 V(x)， 而 dV(x)/dt 是 负 的 ， 这 个 系 
统 就 是 稳定 的 ， 函 数 V(x) 称 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 

当然 , 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 是 个 普遍 方法 ， 李 雅 普 诺 夫 函数 V(x) 不 仅 限 于 能 量 函 数 。 实 
际 上 很 多 复杂 系统 不 可 能 直观 地 找到 能 量 函 数 ; 但 是 只 要 能 找到 李 雅 普 诺 夫 函 数 V(x) , 根 
据 V(x) 和 dV(x)/dt 的 符号 就 能 判别 稳定 性 ,我 们 都 可 以 把 V(x) 看 成 是 个 虚构 的 能 量 函 
数 ， 这 样 就 可 以 对 李 雅 普 诺 夫 直接 法 的 物理 意义 有 直观 的 理解 。 

下 面 将 针对 稳定 、 渐 近 稳 定 和 不 稳定 这 三 种 情况 给 出 三 个 基本 的 李 雅 普 诺 夫 定理 。 

考虑 nn 阶 系统 




















xX(D)= f(x) 
f(0)=0 
式 中 ，x(1) ER”"， 了 =[f，f。，… _f,] 为 关于 变量 x(1) 的 向 量 函 数 。 
定理 4.2 对 式 (4.4) 所 描述 的 系统 ， 如 果 存 在 一 个 标量 函数 V(x) 且 满 足 
(1) V(x) 对 所 有 x 都 有 连续 的 一 阶 偏 导数 。 
(2) V(x) 是 正定 的 ， 即 V(x)|,_o=0，V(x)|..o>0。 
(3) V(x)= 二 是 半 负 定 的 ， 即 对 x 二 0 有 V(x) 过 0。 
则 系统 (4.4) 在 原点 附近 是 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 稳定 的 , 或 简称 是 稳定 的 , 并 且 V(x) 是 一 个 李 
雅 普 诺 夫 函数 。 
定理 4.3 对 式 (4.4) 所 描述 的 系统 ， 如 果 存 在 一 个 标量 函数 V(x) 满足 
(1) V(x) 对 所 有 x 都 有 连续 的 一 阶 偏 导数 。 
(2) V(x) 是 正定 的 。 


一 多 是 负 定 的 ,或 Px) 是 半 负 定 的 , 但 满足 六 x) =0 的 x() 不 是 式 (4 有 


(4.4) 








(3) V(x)= 
的 解 。 
则 系统 (4.4) 在 原点 附近 是 渐 近 稳定 的 。 若 还 有 |zx| 一 到 时 (xz) 一 =， 则 系统 (4.4) 是 大 范 
渐 近 稳定 的 。 





en 
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定理 4.4 对 式 (4.4) 所 描述 的 系统 ， 如 果 存 在 一 个 标量 函数 V(x) 且 满 足 

(1) V(x) 对 所 有 x 都 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 。 

(2) V(x) 是 正定 的 。 

(3) V(x) 是 正定 的 。 
则 系统 (4.4) 在 原点 附近 是 不 稳定 的 。 

说 明 : 

由 于 以 上 三 个 定理 是 以 标量 函数 及 其 导数 的 正定 性 来 判断 系统 的 稳定 性 ， 因 此 对 线性 
系统 及 非 线 性 系统 都 是 适用 的 。 
三 个 定理 所 给 出 的 条 件 都 只 是 充分 条 件 ， 而 不 是 充分 必要 条 件 ， 因 此 若 找 不 到 满足 所 
盆 定 条 体 有 的 地 鸦 沽 六 玉 本 报时 ， 并 不 意味 着 系统 就 一 定 不 是 稳定 的 、 渐 近 稳 定 的 或 不 稳 



































利 | 李 雅 普 诺 夫 直接 法 来 判断 系统 的 稳定 性 时 ,关键 是 找到 李 雅 普 诺 夫 函数 Fo 。 对 
-个 稳定 系统 而 言 ， 李 雅 普 诺 夫 函 数 不 是 唯一 的 ， 在 理论 上 有 无 穷 多 个 ， 通 常 都 是 选择 二 
次 型 标量 函数 作为 李 雅 普 诺 夫 函数 ， 如 
V(x)=x'Px 





其 中 是 n 阶 对 称 方 阵 。 
这 样 构 造 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 目的 是 便于 判断 二 次 型 函数 V(x) 的 正定 性 。 当 然 矩 阵 己 
不 是 任意 构造 的 ， 而 是 与 系统 的 特性 有 关 。 


[ 例 4.4] 判断 非 线性 系统 的 稳定 性 。 
总 二 总 一 ax (如 十 如) 
(a>0) 
让 一 一 所 —ax, (¥ 十 忌 ) 
[ 解 ] 由 方程 可 以 看 出 x = 加 =0 是 系统 的 一 个 平衡 点 。 首 先 试 取 二 次 型 函数 
V(x)= 台 十 避 、 显 然 V(x) 对 x 具有 连续 的 一 阶 偏 导 ， 且 是 正定 的 ， 其 时 间 导 数 
yi OF (x) .OV(x)., 
V(x)= Bx i 已 


=2% (x 一 ax 一 axz2] +2x, (-x —axix,— ae ) 





=—2a (x +xi)<0 
是 负 定 的 ， 且 当 |x| 一 全 时 有 V(x) 一， 故 V(x)= 怠 十 总 是 该 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 
而 系统 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 




















[ 例 4.5] 判断 二 阶 线性 系统 的 稳定 性 。 


= 
人 = 
[ 解 ] 原点 是 平衡 点 ， 试 取 二 次 型 函数 为 
F(Co) 一 2x2 十 2 














其 时 间 导 数 为 

V(x)=4xx, 十 2 (xX — x) =2xx, 一 2 和 
是 不 定 的 函数 ， 因 此 所 取 的 二 次 型 函数 不 是 该 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函数 。 由 于 这 是 一 个 线性 
定常 系统 ， 其 特征 值 都 具有 负 实 部 ， 故 系统 一 定 是 渐 近 稳定 的 ， 即 一 定 有 满足 定理 4.3 的 
李 雅 普 诺 夫 函数 存在 。 为 此 再 改 用 另 一 种 二 次 型 函数 

V(x)= Sl 十 交大 二 22 十 如 3] 

它 显 然 满 足 定 理 4.3 的 前 两 个 条 件 ， 沿 状态 轨 线 方向 取 时 间 导 数 ， 得 
六 (x)=(Ra 十 总)( 训 十 总 ) 十 20 训 十 蕊 训 





















































= 一 (好 +@)<0 
是 负 定 的 ， 且 当 |x| 一 = 时 有 V(x) 一 =， 故 系统 是 大 范围 浙 近 稳定 的 。 





[ 例 4.6] 考察 非 线性 系统 
X =X, 
= 一 (1-||) 才 一 
[ 解 ] 原点 是 平衡 点 ， 取 二 次 型 函数 V(X) 三 让 十 x ， 则 
V(x)==2x (1 -|sl) 
当 |x|=1 时 ,V(x)=0; 
当 |x|>1 时 ,V(x)>0: 
当 |x|<1 时 , 在 怠 填 巷 =1 的 范围 内 F(x)<0。 
由 此 可 以 看 出 ， 该 系统 当初 始 条 件 在 单位 圆 内 ( 即 V(x)=1 之 内 ) 的 条 件 下 是 渐 近 稳定 
的 ， 因 此 这 个 系统 不 是 大 范围 渐 近 稳定 的 ;县 吸引 域 为 x 十 x? =1。 








[ 例 4.7] 考察 非 线性 系统 
% =X 
,=—a(l+ x ) x,— x 9 


[ 解 ] 原点 是 平衡 点 ， 构 造 二 次 函数 








V(x)= + 
则 
V(x)=—2a( + x ) x 
蕊 二 0 及 二 一 1 都 可 使 六 x)=0， 因 此 六 (x) 0 是 半 负 定 的。 但 x, = 一 1 不 是 系统 
状态 方程 的 解 ， 且 有 |x| 一 时 ，V(x) 一 号 ， 可 见 ， 所 构造 的 V(x) 是 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 
系统 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 
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上 述 应 用 李 雅 普 诺 夫 直 接 法 判断 系统 稳定 性 的 例题 并 没有 给 出 如 何 具体 地 构造 李 雅 
普 诺 夫 函数 的 方法 ， 这 是 因为 到 目前 为 止 还 没有 一 种 系统 的 方法 来 构造 线性 、 非 线性 系统 
的 李 雅 普 诺 夫 函数 。 下 面 介绍 构造 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 克拉 索 夫 斯 基 方法 。 

2. 克拉 索 夫 斯 基 方法 

克拉 索 夫 斯 基 根据 李 雅 普 诺 夫 直接 法 提出 了 一 个 分 析 非 线性 系统 渐 近 稳定 性 的 实用 
方法 , 这 个 方法 的 基本 思想 是 先 构 造 一 个 正定 函数 广 , 然后 按 系 统 方程 计算 出 使 广 = 和 满 
足 负 定 的 条 件 。 

仍然 考虑 式 (4.4) 所 给 的 n 阶 系统 ， 即 


























xX(D)= f(x) 
f(0)=0 
且 假 定 f(x) 对 其 自 变量 是 连续 可 微 的 。 
定义 矩阵 
A A 
iv Ow Ox, 
DN 护 


0 = 有 
P00 Ox Ox, Ox, 


o% 不 
Do 
为 雅 可 比 矩 阵 。 
克拉 索 夫 斯 基 方 法 指出 ， 若 矩阵 户 (x) 三 FT(x) 十 F(x) 负 定 时 ， 则 (xz)。F(x) 就 是 系 
统 (4.4) 的 李 雅 普 诺 夫 函数 ， 即 
V(x)=f (x) f(x) 
其 中 ，F"(x) 是 雅克 比 矩 阵 的 转 置 矩 阵 ， f(x) 是 向 量 函数 f(x) 的 转 置 。 
现在 来 证 明 克拉 索 夫 斯 基 方 法 ， 即 只 要 证 明 在 户 (x) 负 定 的 条 件 下 V(x) 是 正定 的 ， 
广 (x) 是 负 定 的 即 可 。 
于 广 (x)=F"(x) 二 F(x) 是 负 定 的 ， 则 F(x) 的 行列 式 除 x= 0 一 点 外 ， 处 处 不 应 为 
零 , 即 在 状态 空间 中 只 有 原点 x= 0 是 平衡 状态 。 而 系统 有 f(0) =0， 这 表明 只 有 在 x=0 
时 才 有 f(x)=0。 因此 只 有 当 x=0 时 才 有 V(x)= 了 "(x)*f(x)=0, 且 x 二 0 时 , V(x)>0 
显然 是 成 立 的 ， 故 V(x) 是 正定 的 。 
考虑 到 



































= 
f= 地 而 Ff) 











则 V(x) 沿 状态 方程 解 的 方向 的 时 间 导 数 为 
VO)=f (0) f+ f(x) f(x) 
=[FCO7CoOT f(x) +f OF(X)f()] 
= "OF (x) + FO f(x) 
= f° (FO) fx) 
而 育 (x) 是 负 定 的 ， 故 广 (x) 也 是 负 定 的 。 
因此 V(x)= "(x)f(x) 是 系统 在 某 个 范围 内 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 且 若 有 |x| 一 ~ 
时 V(x) 一 co ， 则 这 个 范围 就 包含 了 整个 空间 ， 而 系统 就 是 大 范围 渐 近 稳定 的 了 。 





























[ 例 4.8] 用 克拉 索 夫 斯 基 方 法 判断 例 4.4 的 稳定 性 。 
[ 解 ] 该 系统 为 

















二 一 ax (x 二 如) 
训 二 一 一 ax, (xX? +) 
/(0)=0, ~ a>0 
零 状态 是 其 平衡 状态 。 
雅 可 比 和 矩阵 为 


i 

F(x)= ex Nac —3ax? —ax? Ki2enx 
% ep —1—2ax .xy 一 axi 
6 x, 


则 
F(X)=F"(x)+ F(x) 
pl he 一 ar: —1—2axx, 


1l—2axx, 一 3ax: 一 ae |-1l—2axx, —3ax?—ax 








一 ac 1—2axx, 


we 十 ac 2axx, 





2axx, 3ax? + ax? 
显然 ， 当 x=0 时 所 (x)=0， 当 x=z0 时 有 3ax? 十 ax >0 及 3a( 避 十 疫 )>0， 即 
户 (x) <0， 故 广 (x) 是 负 定 的 ， 则 由 克拉 索 夫 斯 基 方 法 可 构造 李 雅 普 诺 夫 函 数 
Fo0= ECooO7Co=|AGoo 
=[x; — a (w+) +[x + a (x + 2) 
= 二 十 a (w+) 
且 当 | 一 汪 时 有 F(x) 一 ,所 以 系统 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 这 与 例 4.4 的 结论 是 一 致 的 
但 例 4.4 中 所 构造 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 F(z) 三 立 十 二 ， 表 明 一 个 稳定 的 系统 其 李 雅 普 诺 夫 
函数 是 不 唯一 的 。 

















4.4 线性 定常 系统 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 分 析 


考虑 如 下 线性 定常 系统 


x=Ax 


(4.5) 














式 中 ，xeR",4ER” 。 假 设 4 为 非 奇异 矩阵 ， 则 有 唯一 的 平衡 状态 x. = 0， 
的 稳定 性 很 容易 通过 李 雅 普 诺 夫 直接 法 进行 研究 。 
对 于 式 (4.5) 的 系统 ， 选 取 如 下 二 次 型 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 即 
V(x)=x'Px 
F(x) 沿 任 一 轨迹 的 时 间 导 数 为 
V(x)=x' Px+x' Pr 


=(Ax)'Px+x'PAx 
=x'A' Px+x'PAx 
=x' (A'P+PA)x 
由 于 V(x) 取 为 正定 ， 对 于 渐 近 稳定 性 ， 要 求 六 x) 为 负 定 的 ， 因 此 必须 有 
V(x)=—x'Qx 


式 中 
0=-(A'P+PA4A) 


平衡 状态 


为 正定 矩阵 。 因 此， 对 于 式 (4.5) 的 系统 ， 其 渐 近 稳定 的 充分 条 件 是 @ 正定 。 为 了 判断 nxn 
维 矩 阵 的 正定 性 ， 可 采用 赛 尔 维 斯 特 准 则 ， 即 矩阵 为 正定 的 充 要 条 件 是 矩阵 的 所 有 主子 行 


列 式 均 为 正 值 。 


在 判别 产 (x) 时 不 是 先 指定 一 个 正定 矩阵 了 了 ， 然 后 检查 @ 是 否 也 是 正定 的 ， 方 便 的 











方法 是 先 指定 一 个 正定 的 矩阵 GQ@， 然 后 检查 
A'P+PA=-0 
确定 的 P 是 否 也 是 正定 的 。 这 可 归纳 为 如 下 定理 。 











定理 4.5 线性 定常 系统 立 = Ax 在 平衡 点 x, = 0 处 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 





给 定 YO >0，3P>0， 满足 如 下 李 雅 普 诺 夫 方 程 
A'P+PA=-0 
这 里 P、Q 均 为 Hermite 矩阵 或 实 对 称 矩 阵 。 此 时 ， 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 
V(x)=x'Px, V(x) =—x'Qx 
特别 地 ， 当 Fe)= -xTOx =0 时 ， 可 取 CO=0 ”( 正 半 定 )。 
现 对 该 定理 作 以 下 几 点 说 明 。 








(1) 如 果 系 统 只 包含 实 状态 向 量 x 和 实 系统 矩阵 4， 则 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 x"Px ， 且 李 


普 诺 夫 方程 为 
A'P+PA=-0 
(2) 如 果 产 (x) = 一 x"Qx 沿 任 一 条 轨迹 不 恒 等 于 零 ， 则 @ 可 取 正 





# 定 和 矩阵 。 














(3) 如 果 取 任意 的 正定 矩阵 @, 或 者 如 果 六 (x) 沿 任 一 轨迹 不 恒 等 于 零 时 取 任 意 的 正 半 
定 矩 阵 CQ， 并 求解 矩阵 方程 








4P+P4=-O 

以 确定 PP， 则 对 于 在 平衡 点 x = 0 处 的 渐 近 稳定 性 ， 忆 为 正定 是 充 要 条 件 。 

注意 : 如 果 正 半 定 矩阵 @ 满足 下 列 秩 的 条 件 
om 

0 24 











rank =n 


om 1 
则 产 (0) 沿 任意 轨迹 不 恒 等 于 零 。 


(4) 只 要 选择 的 矩阵 @ 是 正定 的 (或 根据 情况 选 为 正 半 定 的 )， 则 最 终 的 判定 结果 将 与 
矩阵 @ 的 不 同 选择 无 关 。 

(5) 为 了 确定 矩阵 了 的 各 元 素 , 可 使 矩阵 47'P 十 PA 和 秆 阵 一 OQ 的 各 元 素 对 应 相等 。 为 
了 确定 矩阵 P 的 各 元 素 p, = Pi ， 将 导致 n(n+1)/2 个 线性 方程 。 如 果 用 略 , 思 ，… 为 表示 矩 
阵 4 的 特征 值 ， 则 每 个 特征 值 的 重 数 与 特征 方程 根 的 重 数 是 一 致 的 ， 并 且 如 果 每 两 个 根 的 
和 





为 比 从 二 0 
则 了 的 元 素 将 唯一 地 被 确定 。 注 意 ,如 果 和 矩阵 4 表示 一 个 稳定 系统 ， 那么 十 入 的 和 总 不 
等 于 零 。 
(6) 在 确定 是 否 存 在 一 个 正定 的 实 对 称 逢 了 泗 了 时 ， 为 方便 起 见 ， 通常 取 8 = 了 ， 这 里 了 
为 单位 矩阵 。 从 而 ，P 的 各 元 素 可 按 下 式 确定 
APEPAE -1 
然后 再 检验 PP 是 否 正定 。 


[ 例 4.9] 设 二 阶 线性 定常 系统 的 状态 方程 为 























0 1 lx 

| |-1 -illx, 
[ 解 ] 显然 ,平衡 状态 是 原点 。 不 妨 取 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 

V(x)=x'Px 
此 时 实 对 称 和 矩阵 了 可 由 下 式 确 定 

ATP+PA=-I 例 4.9 讲解 

上 式 可 写 为 
pu Pi 


本 











+ a "ele "| 
Ps Pa) [pa Prll-l -1 10 -1 





小 。 现代 控制 理论 基础 (第 2 版) 
将 矩阵 方程 展开 ， 可 得 联 立方 程 组 为 
一 2pa 三 一 1 
Pu—ps—p»=0 
2pi —2p» 三 一 1 
从 方程 组 中 解 出 站、Pa 、P ， 可 得 

















让 
Di Pal_l2 2 
Ps Py 了 1 
为 了 检验 P 的 正定 性 ， 我 们 来 校 核 各 主子 行列 式 
县 -下 
3>0， 2 2 >0 
2 1 
2 1 
显然 ,已 是 正定 的 。 因 此 ， 在 原点 处 的 平衡 状态 是 渐 近 稳定 的 ， 且 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 


V(x)=x'Px= DG 2xxX, 二 2) 






















































































[ 例 4.10] 试 确定 如 图 4.4 所 示 系 统 的 增益 K 的 稳定 范围 。 
站 [OIL olx| [0 
史 |=|20 -2 1 |x,|+lolw 
性 | |-K 0 -AUE 
+ K Is-K Hal 1 lx 了 
下 S+1 | 二 | s | ~ 
图 4.4 控制 系统 
[ 解 ] 在 确定 天 的 稳定 范围 时 ， 假 设 输入 z 为 零 。 于 是 上 式 可 写 为 
六 二 加 (4.6) 
各 一 一 22 十 入 (4.7) 
六 二 一 Ko 一 六 (4.8) 
式 (4.6) 至 式 (4.8) 可 发 现 ， 原 点 是 平衡 状态 。 假 设 取 正 半 定 的 实 对 称 矩 阵 2 为 
0 0 0 
C=|0 0 0 (4.9) 
0 人 工 





























于 除 原点 外 广 (x) = 一 x"Qx 不 恒 等 于 零 ， 因 此 可 选 上 式 的 2。 为 了 证 实 这 一 点 ， 











V(x)=—x'Qx =—x? 
取 广 x) 恒 等 于 零 ， 意 味 着 x, 也 恒 等 于 零 。 如 果 x, 恒 等 于 零 ，x 也 必 恒 等 于 零 ， 因 为 
由 式 (4.8) 可 得 

































































0=—Kx, 
如 果 兰 恒 等 于 零 ， 关 也 恒 等 于 零 。 因 为 由 式 (4.6) 可 得 
0 三 加 
于 是 广 x) 只 在 原点 处 才 恒 等 于 零 。 因此， 为 了 分 析 稳 定性 ， 可 采用 由 式 (4.9) 定 义 的 矩 
阵 0。 
也 可 检验 下 列 矩 阵 的 秩 
0 0 0 
0 0 0 
0 0 1 
0 0 0 0 
0'*4|=|0 0 0 
02 | |-K 0 一 1 
0 0 0 
0 0 0 
天 -K 1 


显然 ， 对 于 天 二 0 ， 其 秩 为 3 因此 可 选择 这 样 的 C 用 于 李 雅 普 诺 夫 方程 。 
现在 求解 如 下 李 雅 普 诺 夫 方 程 为 












































A'P+PA=-0 
它 可 重 写 为 
0 0 -Klip ps PP pl0 1 0 
TT -2 0|1p Pa pasltlps Po Pasll0 -2 1 
0 1 -Up ps pa lp Ps Psll-K 0 -1 
0 0 0 
=|0 0 0 
0 0 =1 
对 了 的 各 元 素 求解 ， 可 得 
Ki*+1l2K 6K 0 
12-2K 12=2K 
6K 3K K 
12=2K =2K 22=2K 
K 6K 








0 
12—-2K 12-—2K 








为 使 已 成 为 正定 矩阵 ， 其 充 要 条 件 为 
12 一 2K>0 和 天 >0 


0<K<6 
因此 ， 当 0< 天 <6 时 ， 系 统 在 李 雅 普 诺 夫 意义 下 是 稳定 的 。 

















4.5 离散 时 间 系 统 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 分 析 


接 下 来 把 前 面 已 介绍 的 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 分 析 扩 展 到 离散 时 间 系 统 。 
对 于 线性 或 非 线 性 定常 离散 时 间 系 统 (x 为 n 维 向 量 ) 
XxX(k+l)= f(x(A)) (4.10) 

xY= 0 为 平衡 状态 。 类 似 于 连续 时 间 系 统 ， 给 出 如 下 主要 结论 。 

结论 1 离散 系统 的 大 范围 渐 近 稳定 判 据 :对 于 离散 系统 (4.10), 如 果 存 在 一 个 相对 x(k) 
的 标量 函数 V(x(k)) ， 且 对 任意 x(h) 满足 ; 

(1) V(x( 有 )) 为 正定 。 

(2) AV(x(A)) 为 负 定 ， 其 中 

AV(x(K)=V(x(k +t) V(x) =r (f(x(A))) -V(x(A)) 

(3) 当 |x( 有 一 时， 有 V(x(k)) 一 ~。 
则 原点 平衡 状态 ( 即 x=0) 为 大 范围 渐 近 稳定 的 ， 并 且 VY) 是 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 

在 实际 运用 结论 1 时 发 现 , 由 于 条 件 (2) 偏 于 保守 ， 以致 于 对 一 些 问 题 导致 判 断 失 败 。 
因此 ， 可 对 其 条 件 放宽 ， 而 得 到 较 少 保守 性 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 定理 。 

结论 2 离散 系统 的 大 范围 渐 近 稳定 判 据 : 对 于 离散 时 间 系 统 (4.10)， 如 果 存 在 一 个 相 
对 于 x( 且 的 标量 函数 Kx(D)， 且 对 任意 x( 旭 满足 ; 

(1) F(x( 司 ) 为 正定 。 

(2) AF(x(D) 为 半 负 定 。 
任意 初 态 x(0) 所 确定 的 (4.10) 的 解 x(k) 的 轨 线 ，AF(x(6) 不 恒 为 零 。 
x(R) 一 一时， 有 V(x(k)) 一 呈 。 
衡 状态 ( 即 x = 0 ) 为 大 范围 渐 近 稳定 。 
对 离散 时 间 系 统 (4.10), 且 设 1(0) = 0 , 则 当 (x(k)) 收敛 , 即 对 所 有 x( 品 关 0 有 
[F(x < x) (4.11) 
时 ， 系 统 的 原点 平衡 状态 ( 即 x= 0 ) 为 大 范围 渐 近 稳定 。 

证 明 : 设 V(x(k))=|x(A)| 

AV(x(K)=V(x(k+1) -V(x(A) 
=|x(k+D| -|x 
=|f(x0) -lx <0 

这 样 AV(x(A)) 负 定 。 且 当 |x(A) 一 时，V(x(K)) 一 >。 
由 结论 1 可 知 ， 结 论 3 得 证 。 

































































定理 4.6 线性 定常 离散 时 间 系 统 的 大 范围 渐 近 稳定 判 据 。 
对 于 线性 定常 离散 时 间 系 统 ， 设 其 系统 方程 为 
x(k+1) = Ax(k) 
式 中 x 为 n 状 态 向 量 ，A4 为 xz 常 系数 非 奇异 矩阵 。 平 衡 状 态 x= 0 是 大 范围 渐 近 稳定 的 
充 要 条 件 为 ， 给 定 任 一 正定 矩阵 Q ， 存 在 一 个 正定 矩阵 了 ， 使 得 
4TP4-P=-O (4.12) 


























标量 函数 x'Px 就 是 这 个 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 
[ 例 4.11] 确定 如 下 系统 的 稳定 性 : 
Se 0 1 | 
x (k+l1)| |-=0.5 —lllx,(k) 
[ 解 ] 取 Q 为 T， 利 用 式 (4.12)， 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 方程 为 
0 I Pi; | 小 区 Nl 了 
1 -lJlp: py2ll-05 -1 -Pa 
如 果 求 得 的 矩阵 已 是 正定 的 ， 那 么 原点 x= 0 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 
可 得 下 面 三 个 方程: 





























0.25p»; = pii=—! 
0.5(=pnt+p»)— pn=0 
Pr—2pn=—1 
联 立 求解 方程 可 得 
11 _11 11 
Pu 5 Pa 5 pr 5 
因此 
un 
P_-|5 5 
nu 
浅海 





关于 矩阵 己 的 正定 性 ， 从 二 次 型 及 其 定 号 性 可 得 己 是 正定 的 。 因 而 ， 平 衔 状 态 (原点 
x=0) 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 注 意 ， 我 们 可 取 @ 是 一 个 半 正 定 和 矩阵 ， 例 如 











对 于 上 面 所 给 的 半 正 定 矩 阵 2 ， 有 
Ar(oj=- 吕 ( 
对 于 现在 这 个 系统 ，x, (k) 恒 等 于 零 意 味 着 x(k) 也 恒 等 于 零 。 因 此 ， 除 了 在 原点 处 ， 
AV(x) 沿 任何 解 的 序列 不 恒 等 于 零 。 我 们 可 取 这 个 半 正 定 和 矩阵 @ 来 确定 李 雅 普 诺 夫 稳 定 
性 方程 中 的 矩阵 己 。 这 时 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 方程 变 成 


El ss le 
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从 二 次 型 及 其 定 号 性 可 得 P 是 正定 的 。 因此 我 们 得 到 与 前 面相 同 的 结论 : 原点 是 大 范 
渐 近 稳定 的 。 
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4.6 基于 MATLAB 的 系统 稳定 性 分 析 


[ 例 4.12] 已 知 SISO 系统 的 4、B 和 CC 阵 分 别 如 下 , 分 析 系统 的 状态 稳定 性 。 
0 1 0 1 
4=-|0 0 1 B=|3 c=h 0 dl (4.13) 
-1 = = 1 
程序 : 
$ 程 序 ，ch4ex9.m 
A=[0 1 0;0 0 1;-1 -3 -2]; s 给 A 阵 赋值 
B=[0;3;1]; - 
c=[1 0 0]; 
D=0; \ AN 
[z,pyk]=ss2zp (R,B,G7D;1)、 s 从 AR、B、c、D 求 系统 的 零点 z、 极 点 p 例 4.12 讲解 
#s 和 增益 k; 其 中 ss2zp (A,B,C,D,1) 中 的 
$1 表示 输入 =17 





程序 运行 结果 : 


p= 
-0.4302 
-0.7849 + 1.30711i 
=05 T1849 = TL.3071 
k= 


= 
从 程序 运行 结果 可 得 : 零点 z= 一 2.333、 极 点 p1= 一 0.4302、ps= 一 0.7849+j1.3071、p3= 
一 0.7849 一 j1.3071、 增 益 二 3， 因 此 系统 稳定 。 





[ 例 4.13] 已 知 单 输入 二 输出 系统 的 传递 函数 矩阵 为 
1 2% 二 3s 十 1 


CE 
S$ 十 2s 十 ?十 3|1.6s 十 s 十 1.2 








试 分 析 系 统 的 稳定 性 。 
% 程 序 : ch4ex10.m 

num =[0 2.0000 3.0000 1.0000 

0 1.6000 1.0000 1.2000] 











den =[ 1.0000 2.0000 1.0000 3.0000]; 
[z,Pp, K]=tf2zp (num, den) 


程序 运行 结果 : 
3 
-1.0000 -0.3125 + 0.8077i 
-0.5000 -0.3125 - 0.8077i 
百 汪 
-2.1746 


0.0873 + 1.1713i 
0.0873 - 1.1713i 
k = 
2.0000 
1.600 从 
从 程序 运行 结果 看 子 系统 的 2 个 零点 均 有 负 实 部 ,但 3 个 极点 中 有 2 个 极点 的 实 部 为 
正 ， 所 以 系统 不 稳定 。 


4.7 小 结 


本 章 介 绍 了 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 定义 及 判别 系统 稳定 性 的 李 雅 普 诺 夫 间接 法 和 直接 法 。 
李 雅 普 诺 夫 稳 定性 理论 不 仅 可 以 研究 古典 控制 理论 所 能 研究 的 线性 定常 系统 ， 还 可 以 研究 
古典 控制 理论 所 不 能 研究 的 线性 时 变 及 非 线 性 系统 。 用 李 雅 普 诺 夫 间 接 法 研究 线性 定常 系 
统 是 方便 的 , 其 方法 是 根据 系数 矩阵 4 的 特征 值 或 者 说 是 根据 系统 的 极点 来 判别 系统 的 稳 
定性 ， 劳 斯 判 据 仍然 是 适用 的 。 李 雅 普 诺 夫 直接 法 主要 用 于 非 线 性 系统 的 研究 ， 它 避免 了 
解 方程 、 求 系统 特征 值 的 困难 ， 而 是 采用 李 雅 普 诺 夫 函数 来 直接 进行 判别 。 直 接 法 的 关键 
和 难点 是 李 雅 普 诺 夫 函数 的 选取 ， 对 于 线性 系统 ， 介 绍 了 李 雅 普 诺 夫 方程 方法 ， 而 对 
于 非 线 性 系统 书 中 只 介绍 了 克拉 索 夫 斯 基 方 法 , 另外 的 方法 如 变量 梯度 法 等 请 读者 参考 有 
关 书 籍 。 











4.8 习题 


4.8.1 试 确定 下 列 二 次 型 的 正定 性 。 
(1) QO=w +4x + +2N YX, — 6x,xX, 一 2 
(2) QO=—x? —3x? 一 11x3 +2xx, —4x,x, — 2xx 
4.8.2 试 确定 下 列 非 线 性 系统 的 原点 稳定 性 。 
二 一 十 各 一 (十 癌 ) 


= 一 x x,(X + xX) 
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考虑 下 列 二 次 型 函数 是 否 可 以 作为 一 个 可 能 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 : 




















V=x + 
4.8.3 试 写 出 下 列 系统 的 几 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 
为 | |=-L 1 | 
| | 2 -3llx, 
并 确定 该 系统 原点 的 稳定 性 。 





4.8.4 试 确 定 下 列 线性 系统 平衡 状态 的 稳定 性 
=—X—2%,+2u 
X= —4x,—u 
4.8.5 试 确定 如 下 非 线性 系统 在 平衡 状态 的 稳定 性 
X =X 
,=—X — xX, 
4.8.6 试用 李 雅 普 诺 夫 理 论 求 系统 稳定 时 的 取 值 范围 
去 | [1 -1 
总 | 2 这 
4.8.7 试 确 定 下 列 系统 平衡 状态 的 稳定 性 
(K+1)=x (A)+0.2x,(k) +0.4u(k) 


. 


Ce 




















xX,(k+1)=0.5x (kK) +0.5u(k) 
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闭环 系统 极点 的 分 布 情况 决定 了 系统 的 稳定 性 和 动态 品质 ， 因 此 ， 可 以 根据 对 系统 动 
态 品质 的 要 求 ， 规 定 闭环 系统 的 极点 应 有 的 分 布 情况 。 这 种 把 极点 布置 在 希望 的 位 置 的 过 
程 称 为 极点 配置 。 在 空间 状态 法 中 ， 一 般 采 用 反馈 系统 状态 变量 或 输出 变量 的 方法 ， 实 现 
系统 的 极点 配置 。 








5.1 反馈 控制 结构 














控制 系统 采用 反馈 控制 改善 系统 的 动态 性 能 ; 无 论 在 经 典 控制 理论 还 是 在 现代 控制 理 
论 中 ， 反 馈 控 制 都 是 控制 系统 的 主要 方式 。 在 古典 控制 理论 中 习惯 于 采取 系统 输出 量 作为 
反馈 量 ， 而 在 现代 控制 理论 中 可 以 采用 状态 反馈 和 输出 反馈 两 种 控制 方式 。 


5.1.1 状态 反馈 
设 系统 为 














x=Ax+Bu 
| (5.1) 


y=Gx 
其 中 ，x 、u 、 yy 分别 为 n 维 状态 变量 、m 维 输入 向 量 和 jp 维 输出 向 量 ，A 、B 、C 分 别 
为 nxn、nxm、pxn 和 矩阵 。 
当 将 系统 的 控制 量 w 取 为 状态 变量 的 线性 函数 
u=v+Kx (人 
时 ， 称 之 为 线性 直接 状态 反馈 ， 简 称 为 状态 反馈 ,其 中 * 为 m 维 参考 输入 向 量 , 玉 为 mxn 
和 矩阵， 称 为 反馈 增益 矩阵 。 
将 式 (5.2) 代 入 式 (5.1)， 可 得 到 采用 状态 反馈 后 闭环 系统 的 状态 空间 方程 为 
X=(A+BK)x+By 
bs 





(5.3) 


比较 式 (5.1) 和 式 (5.3) 可 知 ， 引 入 状态 反馈 后 系统 的 输出 方程 没有 变化 ， 状 态 反 馈 将 开 
环 系统 状态 方程 式 (5.0 中 的 系数 矩阵 4 ， 变 成 了 闭环 系统 状态 方程 式 (5.3) 中 的 ( 4+ BK )， 
特征 方程 从 det[27 一 4] 变 为 det[ 江 (4+BK)]，, 可 看 出 状态 反馈 后 闭环 系统 的 系统 特征 根 
( 即 系统 的 极点 ) 不 仅 与 系统 本 身 的 结构 参数 有 关 ， 而 且 与 状态 反馈 增益 矩阵 下 有 关 ， 我 们 























正 是 利用 这 一 点 对 极点 进行 配置 。 应 该 指出 完全 能 控 的 系统 经 过 状态 反馈 后 ， 仍 是 完全 能 
控 的 ， 但 状态 反馈 可 能 改变 系统 的 能 观测 性 。 
加 入 状态 反馈 后 的 系统 结构 图 如 图 5.1 所 示 。 


立 i x c > 


















































5.1 ”加 入 状态 反馈 后 的 系统 结构 图 


系统 的 状态 变量 属于 系统 的 内 部 变量 ， 它 们 通常 不 能 全 部 测量 到 。 而 在 一 般 情况 下 ， 
能 直接 测量 的 只 是 系统 的 输出 变量 ， 为 此 ， 通 常 采用 的 反馈 控制 方法 是 输出 反馈 。 


5.1.2 输出 反馈 


把 系统 的 输出 变量 按照 一 定 的 比例 关系 反馈 到 系统 的 输入 端 或 状态 微分 端 称 为 输出 
反馈 。 由 于 状态 变量 不 一 定 具 有 物理 意义 ;因此 状态 反馈 往往 不 易 实 现 。 而 输出 变量 则 有 
明显 的 物理 意义 ， 因 而 输出 反馈 易 实现 。 

对 于 式 (5.1) 描 述 的 线性 系统 ， 当 将 系统 的 控制 量 w 取 为 输出 y 的 线性 函数 
u=v+Ry (5.4) 
时 ， 称 之 为 输出 反馈 ， 其 中 v 为 m 维 参 考 输入 向 量 ，K 为 mxp 和 矩阵 ， 称 为 输出 反馈 增益 
和 矩阵。 

将 式 (5.4) 代 入 式 (5.1)， 可 得 到 采用 输出 反馈 后 闭环 系统 的 状态 空间 方程 

X=(A+BKRC)x+By 
E =Cx 

输出 反馈 至 参考 输入 的 系统 结构 图 如 图 5.2 所 示 。 比 较 (5.1) 和 (5.5) 式 可 见 输 出 反馈 前 后 
的 系统 特征 方程 分 别 为 det[47- 和 和 det[41-(4+ BKC)]| ;从 而 可 见 输 出 反馈 后 的 系统 极 
点 与 输出 反馈 矩阵 天 有 关 。 


OS B 1 上 ec 
i 


K 上 





(5.5) 






























































图 5.2 输出 反馈 至 参考 输入 结构 图 
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当 我 们 把 图 5.2 输出 反馈 结构 图 中 的 B 矩阵 移 到 第 一 个 相 加 点 之 前 时 ， 就 是 输出 变量 
反馈 到 六 端的 情况 ， 其 结构 图 如 图 5.3 所 示 。 


OH 8 本 ec 
| -| 


GF 




























































































图 5.3 ”输出 反馈 至 X 结 构图 
此 时 ， 系 统 的 状态 方程 为 
X=(A+GOx+Bu 
y=Cx 
式 中 G 为 nXp 矩阵， 也 称 为 输出 反馈 增益 矩阵 。 输 出 反馈 不 改变 系统 的 能 观测 性 。 
状态 反馈 和 输出 反馈 (主要 指 输出 反馈 至 立 的 情况 ) 都 能 够 对 系统 进行 极点 配置 ， 且 一 
般 经 验 认 为 ， 用 简单 的 比例 反馈 ( 即 K 、 外 或 G 为 常数 矩阵 ) 就 能 使 问题 得 到 解决 。 
5.1.3 ”状态 反馈 的 性 质 


定理 5.1 车 n 阶 系统 式 (5.1) 是 状态 完全 能 控 的 ,那么 经 过 状态 反馈 后 的 闭环 系统 式 (5.3) 
仍然 是 状态 完全 能 控 的 。 
mank[B (A+BK)B (A+BK)B (A+BK)™B| 


(5.6) 


=rank[B AB AB : A™B|=n 
但 是 状态 反馈 却 不 一 定 能 保持 原 系统 的 能 观测 性 。 
定理 5.2 被 控 对 象 式 (5.1) 存 在 状态 反馈 增益 矩阵 K， 使 其 闭环 系统 式 (5.3) 的 极点 可 以 
任意 配置 的 充分 必要 条 件 是 式 (5.1) 完 全 能 控 。 
证 明 首先 证 明 必要 条 件 ， ee eee ena 全 能 控 的 。 由 第 3 章 能 控 型 
分 解 可 知 ， 一 定 存在 某 个 非 奇异 矩阵 7 ， 人 


二 有 4 有 4 
了 -7T-47-| 4 | B-T-B-|8 
0 妨 ， 0 


式 中 ，( 志 , 劝 ) 是 能 控 子 系统 的 能 控 对 。 
由 于 这 一 变换 是 在 变换 公式 x=7¥ 的 条 件 下 ， 因 此 若 式 (5.1) 的 状态 反馈 为 式 (5.2)， 则 
变换 后 等 价 系统 的 反馈 增益 矩阵 成 为 天 = KT =[K， KK, | ， 因 此 对 闭环 系统 式 (5.3) 有 
det(sT —(A+ BK))=det(sI —(A+ BEK)) 
sT—-A\-BK, -A4,-BR, 
Wi | 




















= det 


=det(sT— A\—B KR) det(sT— 4,,) 








上 式 表明 状态 反馈 只 能 改变 被 控 对 象 的 能 控 部 分 ( 子 系统 ) 4, 的 极点 , 而 不 能 改变 系统 
不 能 控 部 分 ( 子 系统 ) 4, 的 极点 。 因 此 ， 系 统 式 (5.0) 完 全 能 控 就 是 能 够 任意 配置 极点 的 必要 
条 件 。 定 理 的 充分 条 件 是 显而易见 的 。 

如 果 采 用 状态 反馈 的 目的 只 是 使 闭环 系统 稳定 ， 而 不 要 求 对 它 的 所 有 极点 都 任意 配 
置 , 显然 , 这 时 只 要 满足 被 控 对 象 式 (5.1) 的 不 能 控 部 分 二, 是 稳定 的 即 det (sT - 亏 ,) 的 特征 
值 必须 在 左 半 复 平面 ， 即 都 具有 负 实 部 即 可 。 将 这 种 不 完全 能 控 ， 但 其 不 能 控 部 分 的 极点 
都 具有 负 实 部 的 系统 称 为 能 稳定 或 能 镇 定 的 系统 。 因 此 有 如 下 推理 : 

推理 5.1 当 系 统 式 (5.1) 不 是 完全 能 控 时 ， 通 过 状态 反馈 式 (5.2)， 使 其 闭环 系统 稳定 的 
充分 必要 条 件 是 系统 式 (5.1) 的 不 能 控 极 点 都 具有 人 负 实 部 。 





















































[ 例 5.1] 设 系统 状态 空间 表达 式 为 


2 有 2]x 


状态 反馈 年 阵 为 =[-3 -]] 
则 


rank[B | -= 


Tank =Tank 2 =1<2 
NN 1 2 


可 见 ， 系 统 经 状态 反馈 后 其 能 控 性 不 变 ， 而 其 能 观测 性 必 仍 保持 不 变 。 


5.2 单 输 入 系统 的 极点 配置 














控制 系统 的 品质 在 很 大 程度 上 取决 于 系统 的 闭环 极点 在 复 平面 上 的 位 置 。 因 此 在 对 系 
统 进行 综合 (设计 ) 时 ， 往 往 是 给 出 一 组 期 望 的 极点 ， 或 根据 时 域 指标 提出 一 组 期 望 的 极点 ， 
所 谓 极 点 配置 问题 就 是 通过 对 反馈 增益 矩阵 的 设计 ， 使 闭环 系统 的 极点 处 于 复 平面 所 期 户 
的 位 置 ， 以 获得 理想 的 动态 特性 。 

于 用 状态 反馈 对 系统 进行 极点 配置 只 涉及 系统 的 状态 方程 ， 与 输出 方程 无 关 ， 故 设 
系统 的 状态 方程 为 



































X=Ax+bu (5.7) 
4=(4 和 … 4) 是 由 nn 个 复数 组 成 的 集合 ， 如 果 A 中 的 复数 总 是 共 轿 成 对 出 现 ， 
则 称 4 为 对 称 复数 集合 。 对 于 任意 对 称 复数 集合 ， 如 果 存 在 状态 反馈 
u=kx+y (5.8) 
式 中 ， 丰 是 1xz 常 数 阵 ， 那 么 在 此 反馈 作用 下 ， 式 (5.7) 的 闭环 系统 
xX=(A+bk)x+by (5.9) 














的 极点 集合 为 4 ， 即 
o(A+bk)=A 


则 称 系 统 式 (5.7) 用 状态 反馈 能 任意 配置 极点 ， 式 (5.8) 中 此 称 为 反馈 增益 阵 。 
5.2.1 ”能 控 标 准 型 的 极点 配置 
设 被 控 对 象 为 能 控 标 准 型 ， 此 时 式 (5.7) 中 的 4 阵 和 bb 阵 分别 为 
0 























1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
= 
1 
1 


则 其 特征 多 项 式 为 
f(s)=det(sT — A)=s" +as™ +t a ns +a, 
期 望 的 特征 值 集合 为 
A=(1, hp 
则 在 状态 反馈 式 (5.8) 作 用 下 ， 闭 环 系 统 式 (5.9) 的 特征 多 项 式 应 为 


n 


f(s)=det(sT— A—bk)=[ (5—%)=s" +ds™ +t d,s+td, 


| 




















il 


式 中 ， 反 馈 增益 阵 上 = (5 五 … 天) 由 于 (4,0) 是 能 控 对 ， 故 有 





(A+bk) = 


11 
S 
a 
+ 
~ 
人 
十 
E4 
| 
上 
十 
am 


则 式 (5.15) 的 特征 多 项 式 为 
det(sT — A—bk)=s" +(a 一 天)s "++(a, 1 —k)s+(a, —h) 
比较 式 (5.13) 和 式 (5.16) 的 同 次 早 的 系数 ， 有 


即 





(5.11) 


(5.12) 


(5.13) 


(5.14) 








[ 例 5.2] 设 系统 的 状态 方程 为 
0 1 0 


xX=|0 0 1 


a -k=d, a,—k,,=d,,…, a,—hk=d, 
0 
x+|0lu 
-1 0 1 1 
求 状 态 反馈 ， 使 闭环 极点 为 -1，-1+j。 
[ 解 ] 所 给 系统 为 能 控 标 准 型 ， 特 征 多 项 式 为 
f(s)=det(sI—- A)=s’—s: +1 

















所 希望 的 闭环 系统 特征 多 项 式 
f(s)=(s+D(s+1—)(s+1+)=s +3s* +4s+2 
根据 式 (5.17)， 可 得 


=-1-3=-4, =0-4=-4, 石 =1-2=-1! 


故 反馈 增 益 阵 上 为 
k=[k k kJ]=[-! -4 -4] 
所 求 的 状态 反馈 为 
u=kxt+v=[-l -4 -x+ 
该 闭环 系统 状态 方程 为 
0 1 0 0 
X=(A+tbk)xt+bv=| 0 0 1x+ov 
-2 一 \ 斑 3 1 








本 例 对 应 的 结构 图 如 图 5.4 所 示 。 图 中 虚线 方 框 内 为 被 控 对 象 ( 原 系统 ) 结 构图 。 




















图 5.4 例 5.2 闭环 系统 结构 图 


5.2.2，” 非 能 控 标 准 型 的 极点 配置 


设 单 输入 单 输出 的 非 能 控 标 准 型 的 系统 为 
= Ax+bu (5.18) 
假定 (4,5) 为 能 控 对 , 在 配置 极点 之 前 , 先 求 一 坐标 变换 六 = Tx ,将 式 (5.18) 化 为 式 (5.11) 
的 能 控 标 准 型 (4,5) ， 然 后 进行 极点 配置 ， 最 后 还 原 到 系统 式 (5.18)。 
系统 式 (5.18) 的 能 控 阵 为 O. =[6 Abp … A"'bp]， 由 于 (4,5) 为 能 控 对 ， 故 能 控 阵 满 
秩 ， 所 以 逆 阵 Q@ 存在 ， 令 中 为 0 的 最 后 一 行 向 量 


P=[0 … 0 1 Ab 1 42] 





(5.19) 
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则 变换 阵 


Te |: (5.20) 


5= 了 三 | ， x (5.21) 
PA™ 
经 式 (5.21) 的 变换 ， 原 系统 式 (5.18) 化 成 能 控 标准 型 (4,5) ， 即 
X= AT+bhu (5.22) 
式 中 A=7T47", b=7b。 














由 于 式 (5.22) 与 式 (5.18) 具 有 相同 的 特征 值 ， 故 它们 的 特征 方程 为 
det(sT — A)=det(sT— A)=s"+as" + +a"™ ls+a, 
由 于 式 (5.22) 已 是 能 控 标 准 型 ， 因 此 可 按照 以 前 所 给 的 方法 设计 状态 反馈 
u=k ty (5.23) 
EK=[ 无 … 万] (5.24) 
使 (4+6bk) 具 有 指定 的 特征 值 4={ 和 4， 称 ，…， 和 加 } 志 即 以 4 为 根 的 特征 多 项 式 
f(s)=det(sT— A)= ITGs -14)=s+ds™ + +d, s+d, (5.25) 
于 是 b=a-d, bs -dh =a, -dd, (5.26) 
将 区 =Tx 代入 式 (5.23) 还 原 回 原 坐标 系 ， 得 
u=kTr+v=krty (5.27) 
即 为 系统 式 (5.18) 的 状态 反馈 规律 ， 且 其 反馈 增益 为 
k=kT (5.28) 





[ 例 5.3] 被 近 对 象 为 -| 9 he 求 系统 的 状态 反馈 增益 阵 ， 使 用 环 极点 为 


(=2 = 
[ 解 ] 容易 验证 该 系统 是 能 控 的 ， 但 不 是 能 控 标 准 型 ， 其 特征 多 项 式 为 
f(s)=det(sI— A)=s’ -1 
要 求 配置 的 极点 所 确定 的 特征 多 项 式 为 
f(s)=(s+2)(s+3)=s +5s+6 
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FE-[ El=[7 
方法 一 : 由 式 (5.19) 有 


P=[o ls .45 =[0 中 |= 1] 


式 (5.20) 得 r-| 旨 -站 a 
PA 3|1 2 


若 控制 系统 完全 能 控 ， 则 必 存 在 非 奇异 变换 x=T-x ， 将 系统 变换 成 代数 等 价 的 能 控 
标准 型 。 由 zk= Mr +v=AT-E+vw= 研 +w， 求 得 被 控 对 象 ( 原 系 ) 的 反馈 增益 阵 为 
1 


k=kT=[-7 5] a =[-4 -1]] 


A ra 
方法 二 : 由 定理 3.14， 若 控制 系统 完全 能 控 ， 则 必 存 在 非 奇 异 变换 x= Px ， 将 系统 变 
换 成 代数 等 价 的 能 控 标准 型 ， 其 中 阵 为 


zor 于 


n=ke+v=[44 本 



























































即 状态 反馈 为 


经 状态 反馈 后 的 闭环 系统 的 状态 方程 为 
X=(A+bk)x+byv= X+| | 
< 





< 之 1 
另外 ， 坐 标 变换 式 (5.210) 中 变换 矩阵 了 还 可 以 采用 下 面 的 方法 求 得 。 令 
Mn a 1 
Gs | 
F=|: A (5.29) 
a 0 
1 
可 以 证 明 
T=(Q.F) (5.30) 


成 立 。 











根据 算 阵 变换 理论 ， T=(Q.F) "=F "QO" 
上 式 两 边 左 乘 F， 则 有 FT = @7'。 
FT = 0 两边 再 右 乘 Q.， 则 有 




















F70.=1 

a 0 a lrp Bla ltt drt ad dt) 
5 1 1 
2 . pA P(asl+a,sAt.+a A +aA"!) 
FT=|: - l = (531) 
a 0 Ba . 
i . P(al+4) 
和 
式 (5.19) 有 


BL Ab … 46]=[0 < 01] 
或 
Pb=0, PAb=0,..., PA"™b=0, PA™'b=1 (5.32) 
由 式 (5.32)、 式 (5.31) 及 凯 莱 一 哈密 顿 定理 可 证 明 下 面 关 系 成 立 


f(a 


P(asl+ta iAt.+aA" +aA"™ 


T+a iAt +aA" +A") 


-1 


FTO. = )I Ab … 40]=7 


PlaIl+A) 
nf 
因此 ， 变 换 矩 阵 式 (5.30) 成 立 ， 证 毕 。 
下 面 举例 说 明 用 这 种 方法 对 非 能 控 标 准 型 进行 极点 配置 的 步 又。 


1 人 < 1 
X=|1 2 1 |x+|0lu 
2 人 入 1 


求 状态 反馈 ， 使 闭环 系统 的 极点 为 -1，-1 土 2j 。 
[ 解 ] 原 系统 的 特征 多 项 式 为 
f(s)=det(sI -A)=s’ -6s* +11ls—6 
所 期 望 的 闭环 系统 特征 多 项 式 为 
f(s)=(s+D)(s+1—2))(s+1+2)=s +3s* +7s+5 

















[ 例 5.4] 已 知 被 控 系 统 














求 变换 阵 了 7 ， 由 于 




















1 0 -5 11 -6 1 

0.=02 9|，F=|-6 1 0 

1 5 19 1 0 0 

由 式 (5.30) 得 

本 于 站 演 ' 汉人 汉 
1 0 .=5 ti 6 =61 :| 
T=(Q@.F)'llo 2 9| |-6 1 0 =|-3 2 0|=|-1 -2 1 
15 19||1 00 0 -11 -1 也 2 


根据 (5.24)， 求 得 
k=[@-d a-d, a-d]=[-6-5 11-7 -6-3]=[=11 4 -9] 
根据 式 (5.28)， 求 得 状态 反馈 增益 为 


-252 
3 33 
二 37 85 -64 
4= 厅 =[-1 4 -9| -1 2 :| 至 学 | 
JIXON2 


因此 所 求 状 态 反 馈 为 


3 3 3 
除了 上 述 两 种 极点 配置 方法 外 ， 某 些 低 阶 的 简单 系统 也 可 以 采用 直接 法 配置 极点 。 


< 

0 -|!| 了 

试用 直接 法 求 状态 反馈 ， 使 闭环 系统 极点 为 2， 一 3。 
[ 解 ] 设 所 求 状态 反馈 为 


-Aim | 加 35 nro 


[ 例 5.5] 对 例 5.3 所 给 系统 


k=[h k] 
此 时 ， 闭 环 系统 为 


. 1 1 1 中 Pr + 证 
X=Ax+t+bu= x+| |[ kJ]x+tl, lv= x+| lv=Ax+byv 
0 = | 1 后 1 
闭环 特征 多 项 式 为 
f(s)=det(sT — A)= 


希望 的 闭环 特征 多 项 式 为 


一 人 + 而) 一 (+ 天) 


上 se-D = 史 一 (后 + 及) 一 1 一 2 有 十 访 








fi(s)=(s+2)(s+3)=s* +5s+6 
要 求 (s)=f(s)， 则 有 
—(h+k)=5, -1-2k +k,=6 
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解 得 =-4, =-1。 
故 所 求 的 状态 反馈 为 
u=[-4 -lx+v 





5.2.3 ”状态 反馈 在 工程 设计 中 的 应 用 


在 工程 设计 中 ， 系 统 的 动态 性 能 要 求 往往 以 时 域 指标 给 出 。 下 面 举例 说 明 根据 时 域 指 
标 对 系统 进行 综合 的 方法 。 























[ 例 5.6] 设 被 控 对 象 的 传递 函数 为 
1 
OF 
试 在 系统 的 能 控 标准 型 下 ， 求 状态 反馈 ， 使 闭环 系统 满足 如 下 性 能 ， 超 调 量 o, 三 5%， 峰 
值 时 间 ( 又 称 超 调 时 间 )1, 夸 0.5s， 阻 尼 振 荡 频 率 oy 二 10。 
[ 解 ] 由 系统 的 传递 函数 可 求 得 系统 的 能 控 标准 型 状态 空间 模型 为 


| jE， y=[1 Ojx 


从 被 控 对 象 的 特征 多 项 式 f(s)=s? -3s+1 可 看 出 , 原 系统 为 二 阶 不 稳定 系统 。 经 状态 
反馈 后 ， 其 闭环 系统 仍 为 三 阶 ; 但 根据 要 求 应 变 为 稳定 ， 由 于 co =e wr ， 系统 性 能 指 
标 由 上 、w, 或 由 极点 所 确定 。 设 所 期 望 的 闭环 特征 多 项 式 为 

f(s)=8 +2é0,s + 


为 了 满足 所 给 定 的 性 能 指标 : 


























当 &=1/V2 =0.707 且 @w, =10 时 ,满足 上 述 条 件 。 故 闭环 系统 的 特征 多 项 式 为 
f(s)=5 +2é0,s+O =s +14.14s +100 
根据 式 (5.28)， 可 求 得 反馈 增益 为 
k=[& kb]=[e-d a-d]=[1-100 -3-14.14]=[-99 -17.14] 
故 所 求 状态 反馈 为 
u=[-99 -17.14]x+v 




















由 此 可 见 ， 原 系统 的 极点 为 s, =2.6，s, = 0.4 ， 经 极点 配置 后 ， 闭 环 系统 的 极点 变 为 
5 =-7.07+j.07 ，s =-7.07-j7.07 。 系 统 变 为 稳定 ， 且 满足 所 给 的 时 域 指标 。 











5.3 ”多 输入 系统 的 极点 配置 


多 输入 系统 的 极点 配置 的 方法 和 原则 较 多 ， 本 书 只 介绍 其 中 的 一 种 。 这 种 极点 配置 的 
基本 思路 是 ， 首 先 求 一 状态 反馈 ， 使 得 其 闭环 系统 对 某 一 输入 (例如 第 一 个 输入 ) 是 能 控 
的 ， 再 按 单 输入 系统 极点 配置 的 方法 进行 操作 。 


5.3.1 ”能 控 系统 的 极点 配置 
设 n 阶 多 输入 能 控 系 统 


X=Ax+Bu (5.33) 
现在 求 出 反馈 增益 矩阵 了 ， 使 被 控 对象 在 状态 反馈 
u=Kx+tv (5.34) 
作用 下 的 闭环 系统 为 
X=(A+BKR)x+Bv (5.35) 
其 极点 是 任意 指定 的 对 称 复数 集合 A={1, 罗 ,…, 罗 }。 式 中 的 控制 w 和 参考 输入 均 
是 m 维 的 。 
由 于 系统 (4,8) 能 控 ， 因 此 系统 的 能 控 阵 的 秩 为 元 ， 即 
rankO. =rank| A 4 及 A™'B|=n (5.36) 
将 能 控 阵 Q., 的 列 向 量 按 下 面 方式 重新 排列 
Qh AB Ab bh Ab Ab eb, Ab, Ab,)] (5.37) 


由 于 式 (5.37) 极 大 线性 无 关 组 向 量 的 个 数 为 n+， 因此 可 在 @. 的 各 列 中 从 左 向 右 依次 挑 
选 n 个 线性 无 关 列 向 量 作为 极 大 线性 无 关 组 向 量 。 不 难 证 明 ， 当 4,,b, 与 它 前 面 的 列 向 量 线 
性 相关 时 ， 则 4“b, 也 与 4%b, 前 面 的 列 向 量 线性 相关 ; 当 4"b, 不 在 上 述 挑选 的 极 大 线性 
无 关 组 时 ， 则 4”“b, 也 不 在 其 中 。 最 后 得 到 的 个 列 为 


Bs Ab ,Abs Abss ees A bs bs Ab se A b, 






































并 以 此 作为 列 向 量 ， 构 造 矩 阵 
Q=[b AB 4 4 
(5.38) 
且 有 
Du=n (5.39) 


te 





式 中 ，u 之 0， 若 w=0， 则 意味 着 不 出 现 ， 显 然 @ 是 mxz 阶 的 满 秩 矩 阵 ， 故 Or: 存在 





< 








再 构造 如 下 矩阵 
S=[0 :… 0 ee :0...0¢€ :0.06, :0 .0 
m=-l 
机 列 (um 十 w) 列 Du 网 人 





式 中 ，e@,(i=2,3,…,m ) 为 m 维 列 向 量 ， 且 位 于 S 逢 阵 的 移 列 , 显然 5 是 mxn 阶 和 矩 
阵 , 令 


K=S0" 即 RO=S (5.41) 
为 系统 式 (5.33) 先 构造 一 个 状态 反馈 
u=Rx+y (5.42) 
系统 式 (5.33) 在 状态 反馈 式 (5.42) 作 用 下 的 闭环 系统 为 
X=(A+BR)x+ Byv (5.43) 
车 只 考虑 v 的 第 一 个 输入 vy ， 且 4b 为 B 的 第 一 列 时 ， 则 有 单 输入 系统 
X=(A+BR)x+ bv = Ax+bv, (5.44) 
定理 5.3 若 被 控 对 象 式 (5.33) 是 完全 能 控 的 ， 则 当 取 状态 反馈 式 (5.41) 的 增益 矩阵 为 
K= SQ" 


时 ， 单 输入 系统 (4,b) 是 完全 能 控 的 。 
证 明 由 式 (5.41) 可 知 
Ro=R|b Ab 7 AVb :bh Ab 7 A bh, i b, Ab, * A”'b, | 
=[0 0e :0.0 ee :0... 0 :0 .0 
故 得 
Fb =0, RAb,=0,…, RA b=0, RA"'b =e, 
Rp, =0, RAb,=0,…., KA® bh,=0, KA"'b,=e, 


Rp, ,=0, RAb, ,=0,…, RA™' hb, ,=0, KA hb, =e, 
Kb, =0, KAb, =0,.…, KA” hb,=0, RA”™'b,=0 
日 上 式 可 知 
Ab =(A+ BR)b, = Ab + BRb, = Ab, 
Ab =(A+BR)'b =(A+ ABR+ BRA+ BKBR)b, = A’b, 




















b=(A4+BR)" "b=A" b, 
b=(A+BR)\(A+BR)"b =(A+BR)A"'b 
=A"b +BRA" bh = A"b + Be,=b,+b, 
式 中 ， 饭 = 4"b 为 @ 矩阵 中 及 之 前 但 不 包括 访 的 各 向 量 的 线性 组 合 。 因 此 可 得 
A""b =(A+BR)\(A+BR)"b =(A+ BR)b, +b,= Ab,+ Ab, 


;人 
A 




















式 中 ，ABi 为 4b, 之 前 的 列 向 量 的 线性 组 合 。 令 玫 表达 式 (5.38) 中 41b, 之 前 的 列 向 量 的 
某 一 组 合 。 设 6 =DYu ， 则 有 


气 
二 多 
Ab, =b, + 
在 = 十 下 


7 = (4 + ) 








由 此 看 出 ， 单 输入 系统 式 (5.44) 的 能 控 阵 @ =| Bp … 44] 因此 单 输入 系统 


(4,4b) 是 能 控 的 。 证 毕 。 
定理 5.4 若 系统 (4,B) 是 完全 能 控 的 ， 则 对 单 输入 系统 式 (5.44) 的 能 控 性 矩阵 


C=[ Ab 了 














有 国 
detO.=detO (5.45) 
及 
a=[0 … 04o"=[o … 0 152” (5.46) 
即 @" 的 最 后 一 行 行 向 量 与 6 的 最 后 一 行 行 向 量 相等 ; 
证 明 由 定理 5.3 的 证 明 可 知 ， 若 对 @ 经 有 限 次 初等 变换 (如 对 某 列 元 素 乘 以 系数 加 到 
另 一 列 相应 的 元 素 上 ) 就 可 以 得 到 @. ， 因 而 det2.=detO 。 又 由 于 (4.5) 能 控 ， 
rankQ. = rankO =n， 即 0O, 和 0 都 是 ， 维 非 奇异 矩阵 。 根 据 和 矩阵 的 求 逆 法 可 知 ， 逆 矩阵 的 
最 后 一 行 元 素 等 于 原 矩 阵 最 后 一 列 对 应 元 素 的 代数 余子 式 被 原 和 矩阵 行列 式 相 除 所 得 ， 由 此 
可 证 明 @. 的 道 矩 阵 @@ ”与 2 的 道 矩 阵 O- 的 最 后 一 行 相等 。 
证 毕 。 
对 于 完全 能 控 的 系统 可 根据 定理 5.3 和 定理 5.4 进行 极点 任意 配置 ， 其 步骤 归纳 如 下 。 
(1) 利用 所 给 系统 的 4、B， 根 据 式 (5.38) 和 式 (5.40) 构 造 @ 阵 和 5S 阵 ， 并 由 式 (5.41) 求 


出 闭环 4+ BR 对 于 单 输入 v, 能 控 的 反馈 增益 阵 K=SQO"， 且 记 07' 的 最 后 一 行为 a。 
(2) 计算 过 = 4+ BK 的 特征 多 项 式 ， 即 
det(sT— A)=s" +as+.+a,1s +, 


根据 指定 的 极点 4 = 亿 , 妈 ,和 }， 计 算 由 单 输入 实行 反馈 的 闭环 系统 特征 多 项 式 






































[IG-4)=s" +as ++d, s+d, 
i=1 





此 得 到 这 个 反馈 增益 为 














k=[&-d, td * -dl] 


nl 由 











(3) 求 出 将 (4,4) 转换 为 能 控 标 准 型 的 变换 矩阵 ， 即 











a 
T=|a4 
aA”™! 
将 磊 逆 变换 到 原来 的 坐标 系 ， 则 得 实际 的 反馈 增益 为 
k=kT 
这 个 反馈 只 是 对 单 输入 v 加 的 ， 因此 对 全 体 输入 v=[v，v。 … vv] 而 言 ,反馈 增益 
天 
阵 为 |… |， 其 中 0 为 (m 一 1)Xn 的 零 矩 阵 。 
0 
(4) 使 系统 (4,B) 实现 极点 任意 配置 的 状态 反馈 为 
u= Kx+v 


其 中 


[| X= Av+ Bu | 
[x 








图 5.5 多 输入 极点 配置 的 闭环 系统 
图 5.5(a) 给 出 了 对 多 输入 系统 按 所 给 的 设计 思路 构成 的 闭环 系统 ， 它 实际 上 就 是 如 

















图 5.5(b) 所 示 的 闭环 系统 。 显 然 ，(4+ BK) 与 (4+bk) 具 有 相同 的 特征 值 ， 因 此 使 所 介绍 
的 设计 方法 得 以 实现 。 


























[ 例 5.7] 已 知 被 控 系统 的 状态 方程 为 


se 
X= WW u 
0 1 GO 
试 求 状态 反馈 ， 使 闭环 极点 为 一 1， 一 2。 
[ 解 ] (1) 根据 式 (5.41) 求 天 = SO ,使 (4+ BK,b) 系统 能 控 , 由 式 (5.38) 和 式 (5.40) 求 @ 
阵 和 S 阵 。 
从 所 给 系统 可 知 ，n=2，m=2， u=1, u,=1, 故 


唐 0 0 
2= 所 中 -| 小 s-| "| 
由 于 =1， 因 此 5 阵 的 第 一 列 就 是 e, 。 又 因为 m=2,， 故 e, 不 存在 ，S 阵 的 第 二 列 全 


为 零 。 
RE 
a Ww a=[0 1] 


构造 状态 反馈 w= +v， 在 此 作用 下 ， 所 组 成 的 单 输入 闭环 系统 (4+ BK,b) 是 能 
控 的 。 


O) A=A+BR-|s 
DE 












































对 单 输入 能 控 系统 (4b) 进行 极点 配置 。4 的 特征 多 项 式 为 
一 s—-2 1 二 
Jo=daey- 司 -| | 
5 5 
所 希望 的 特征 多 项 式 为 
f(s)=T -4)=(s+D+D)=s +3s+2 
k=[& —d, -dl]=[1-2 -2-3]=[-1 -5] 
(3) 求 (4 和 ) 化 为 能 控 标 准 型 的 变换 矩阵 ， 即 


局 | | 
| , 运 || 
Q 1 0 
将 大 变换 回 原 坐标 系 ， 则 实际 的 反馈 增益 为 
k=kT=[-!1 -了 中 路 -1] 























(4) 使 原 系统 (4,B) 实现 极点 配置 的 状态 反馈 为 


天 
二 i -5 -l 
u=kx+v=(K+K)x+v=(K+|: je | 





[ 例 5.8] 对 4 阶 系统 


兹 二 


一 OL- 
口 口 口 口 





尼 避 一 一 


1 
0 
0 
求 状态 反馈 ， 使 闭环 系统 极点 为 {一 1, 一 1, 一 2, 一 2}。 
容易 证 明 所 给 系统 是 能 控 的 。 
(1) 由 式 (5.38) 和 式 (5.40) 求 2 阵 及 S 阵 。 由 所 给 系统 得 知 
WU =2, t=2, m=2, n=4 
则 
2 
0 
2 


py 

2 
2=[ 4b b Ab]=|o 1 
1 


oS ob 


1 
1 
0 
0 0 
因为 w=2， 所 以 @, 位 于 5 阵 的 第 二 列 ，e; 是 三 阶 单位 阵 的 第 二 列 列 向 量 ， 又 因为 
灵 =2， 故 e 不 存在 ， 所 以 
s-|。 0 0 | 
0100 


根据 式 (5.41)， 有 


1 名 
&R-so-["oooll2zool-oooo 
oo100lo102| loool 
0100 
0 0 二 
0 0 0 1 
Oa Ll 1 a-[0o 0 0 de" -oil 
2 有 之 
时 闪 
2 








4 和!' 痊 罚 业 流 4 二 交流 
se 020 0 1 0|l0 000 0 2 0 0 
A=A+BK = 

1000|10 0 ' 0 0 中 908 

0100|10 0 0 1 0 0 


对 (4,b) 单 输入 系统 进行 极点 配置 。4 的 特征 多 项 式 为 
f(x)=det(sT— A)=s: —3s: +2s7 
所 期 望 的 特征 多 项 式 为 
f(s)=(s+D(s+D(s+2)(s+2)=s* +6s +13s* +12s+4 
增益 阵 为 
k=[a-d, -dd 五 -四 ddl] 
=[0-4 0-12 2-13 -3-6]=[-4 -12 -11 -9] 
(3) 求 (4,4b) 转换 为 能 控 标 准 型 的 变换 矩阵 7 ， 即 


0 OZ 
有 
本 -1 
all" 
=| > 个 | 个 
IN 国生 
a2 2 
1 1 w 和 
有 全 


则 增益 阵 返 回 原 坐 标 系 为 
k=kT=[-16 7 -2 -18] 
(4) 原 系统 (4,B) 的 反馈 增益 阵 为 


庆 -| 7 一 | 
OO 1 
0 
5.3.2 不 完全 能 控 系 统 的 极点 配置 
设 不 完全 能 控 的 多 输入 系统 为 
X=Ax+Bu (5.47) 


经 过 坐标 变换 ， 即 经 过 能 控 结构 分 解 ， 式 (5.47) 可 写成 


Xe A A, Xe B 

Xxc 国有 村 :xc 1 0 是 648 
式 中 ，( 41,B, ) 为 能 控 子 系统 ， 由 于 坐标 变换 不 改变 系统 的 极点 ， 因 此 式 (5.47) 与 式 (5.48) 
系统 的 极点 相同 ， 它 们 的 极点 集 为 
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A, 
的 全 | -ououedt (5.49) 
极点 o(4) 为 能 控 极 点 ，o(4,,) 为 不 能 控 极 点 ， 考 虑 系统 式 (5.48) 的 任意 状态 反馈 
nu=[Ke mej, (5.50) 
在 此 反馈 作用 下 ， 闭 环 系统 为 
xc _IAI+BEKe A,+BRyc | xc B 
Xxc 中 0 4 XNc 0 G0 
闭环 系统 极点 为 
o(A1+BK)Uo(4,,) (5.52) 
于 (41,8,) 是 能 控 的 , 因此 适当 选择 K。, 可 使 闭环 系统 o( 恕 ,+ BK) 部 分 的 极点 能 











任意 配置 。 而 不 能 控 部 分 4, 的 特征 值 在 任意 状态 下 反馈 都 不 会 改变 。 如果 44, 的 特征 值 均 
具有 负 实 部 ， 则 可 选择 K。 ， 使 能 控 部 分 的 闭环 极点 o(44, + BK。) 均 具有 负 的 实 部 ， 因 此 
存在 状态 反馈 ， 使 闭环 系统 稳定 。 若 o(4,) 不 全 具有 负 实 部 ， 显 然 不 存在 状态 反馈 使 闭环 
系统 稳定 。 
定理 5.5 系统 式 (5.47) 用 状态 反馈 使 闭环 系统 稳定 的 充分 必要 条 件 为 系统 的 不 能 控 极 
点 o(4,) 都 具有 负 实 部 。 
若 系 统 (4,B) 的 不 能 控 极点 a( 和 4,) 都 具有 负 实 部 ， 则 称 (4,B) 是 能 稳定 的 ， 因 此 可 以 
说 系统 (4,B) 能 用 状态 反馈 使 闭环 系统 稳定 的 充分 必要 条 件 为 (4,B) 是 能 稳定 的 。 下 面 举 
例 阐明 对 不 完全 能 控 系 统 进行 极点 配置 的 方法 和 步骤 。 
0 
0|z 
| 


试 求 一 状态 反馈 ， 使 闭环 系统 稳定 ， 且 有 两 个 为 一 1 的 极点 。 
[ 解 ] (1) 系 统 为 三 阶 ， 即 n=3。 





[ 例 5.9] 被 控 对 象 的 状态 方程 为 
1 0 -1l 
x=|0 -2 0 


-1 0 2 


负 直 








0 =l 3 
rankO. =rank|0 0 0|=2<n 
四。 人 











可 见 系统 状态 不 完全 能 控 。 下 面 求 坐标 变换 阵 。 将 系统 分 解 为 能 控 结 构 形式 ， 从 第 3 章 
的 讨论 可 知 ， 坐 标 变换 阵 了 应 从 @. 中 任 选 最 简单 的 两 列 ， 然 后 再 补 一 列 ， 以 保证 了 为 非 
奇异 ， 所 以 
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式 中 ，7 为 按 能 控 性 分 解 的 变换 矩阵 。 从 而 得 到 能 控 性 分 解 的 结构 形式 





二 1 
xz=|-1 110 人 z+olu (5.54) 
0 012 0 


(2) 根据 能 控 形式 结构 判断 系统 的 稳定 性 。 

从 上 式 可 知 ， 不 能 控 极点 为 -2， 故 系统 是 稳定 的 。 

(3) 对 能 控 子 系统 按 前 面 方法 配置 极点 , 求 出 K。， 青 任意 给 定 玉 \。， 可 得 在 能 控 结 构 
分 解 形式 下 的 状态 反馈 。 

















u=[K. Kc]x+v (5.55) 
原 系 统 的 能 控 子 系统 为 
已 
xXc= xXxc+| [wy 
过 0 
能 控 子 系统 的 特征 多 项 式 
/= 5 —3s+1 








所 希望 的 能 控 子 系统 的 闭环 特征 多 项 式 为 
f(s)=(s+D(s+1)=s* +2s+1 
Ké=[a,-d, a-d]=[0 -5] 
由 于 子 系统 是 在 非 能 控 标准 型 下 配置 极点 的 ， 因 此 必须 还 原 到 原 能 控 子 系统 的 坐标 
系 。 转 换 为 能 控 标准 型 的 变换 阵 T 为 


学 和 这 
a=[0 1][6 4 =[0 中 3 =[0 路 -pe -1] 
本 
a4| |1 -1 
K.=KT=[0 - 相 
故 系统 的 状态 反馈 为 
u=[K. Kvc]x+v=[-5 5 Kvc]x+y 
(4) 返回 原 坐 标 系 ， 可 得 所 求 状态 反馈 为 
u=[K. Ke]T i x+y (5.56) 
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由 式 (5.53) 可 得 


从 而 可 得 所 给 被 控 的 状态 反馈 为 

001 
1 0 0 
0 1 0 


u=|[-5 5 K\ | x+v=[5 Ks -5]x+r 








为 了 简单 起 见 ， 取 天 =0， 故 所 求 的 状态 反馈 为 
u=[5 0 -5]x+v 


5.4 观测 器 及 其 设计 方法 


5.4.1 观测 器 的 设计 思路 

状态 观测 器 实质 上 是 一 个 状态 估计 器 (或 动态 补偿 器 )， 它 是 利用 被 控 对 象 的 输入 变量 
& 和 输出 对 系统 的 状态 x 进 行 估 计 ， 从 而 解决 某 些 状态 变量 不 能 直接 量 测 的 难题 。 

考虑 线性 定常 系统 

















xX=Ax+Bu 
(5.57) 


y=Cx 
式 (5.57) 系 统 构 造 的 状态 观测 器 ， 其 输入 是 输出 y 和 输入 u(y 和 w 在 工程 实际 中 容易 
量 测 到 ) 的 综合 ;其 输出 为 2 使 im(z 一 x)=0， 则 可 以 作为 x 的 估计 值 ， 从 而 实现 状态 
为 了 得 到 估计 值 z， 一 个 很 自然 的 想法 是 用 模拟 部 件 再 实现 系统 式 (5.57)， 即 构造 系统 

式 (5.57) 的 模拟 系统 





z=Az+Bu (5.58) 
于 式 (5.58) 是 构造 的 ， 因 此 z 都 是 可 测量 的 信息 ， 若 以 z 去 作为 x 的 估 值 ， 则 其 估计 
误差 为 e, =z 一 x ， 用 式 (5.58) 减 去 式 (5.57)， 则 误差 6, 满足 方程 

€.=Ae, (5.59) 

不 难看 出 ， 若 式 (5.59) 不 稳定 ， 则 当 e. =z(0) 一 x(0)z0， 亦 即 zx(0)#x(0) 时 ， 有 

lim(z(t) 一 x()) 0， 这 样 就 不 能 作为 x 的 估计 值 。 因 此 ， 式 (5.59) 不 能 作为 一 个 观测 器 。 

原因 在 于 它 是 一 个 开 环 系统 ， 当 估计 值 产生 误差 时 ， 由 于 没有 反馈 ， 不 能 消除 误差 。 因此， 
一 个 改进 的 措施 是 利用 输出 估计 的 误差 Ap = 了 -= Cz 一 y 作 为 反馈 ， 如 图 5.6 所 示 。 





























































































































5.6 ”观测 器 结构 图 


此 时 ， 构 造 的 动态 系统 ， 即 龙 伯 格 状 态 观 测 器 的 状态 方程 为 
z=Az+Bu-K.(Ci—y) 
即 z=(A-K.C)z+K.y+Bu (5.60) 
式 中 ， 天 .为 反馈 增益 阵 。 用 式 (5.60) 减 去 式 (5.57) 得 估计 误差 e. 方程 为 
€.=(A=K.C)e. (5.61) 
如 果 选 择 合 :， 使 式 (5.61) 稳 定 ， 即 o(4 一 K.C) 都 具有 负 实 部 ， 则 对 应 的 任意 初 

















值 e.(0)、x(0) hg lime. =lim(z -x)=0° 因而 z 可 以 用 为 x 的 估 值 ， 故 


式 (5.60) 为 系统 式 (5.57) 的 一 个 观测 器 。 
常用 的 龙 伯 i 器 有 两 种 ， 即 全 阶 观测 器 (Full orderobserver) 和 降 阶 观测 器 
(Reduced order observer)， 下 面 分 别 介绍 其 设计 方法 。 


5.4.2 全 阶 观测 器 的 设计 


从 图 5.6 可 见 ， 系 统 是 n 阶 的 ， 则 (4 一 KK.C) 也 必 为 n x n 方 阵 。 因 此 观测 器 的 维 数 也 
为 nx， 这样 的 观测 器 称 为 全 阶 观测 器 。 应 当 强 调 指出 ， 观 测 器 实现 的 充分 条 件 是 原 系 统 必 
须 是 完全 能 观测 的 。 

定理 5.6 系统 式 (5.57) 存 在 观测 器 ， 且 观测 器 的 极点 可 以 任意 配置 的 充分 必要 条 件 是 
该 系统 完全 能 观测 。 

推理 5.2 若 系 统 式 (5.57) 是 不 完全 能 观测 的 ， 则 其 存在 观测 器 的 充分 必要 条 件 是 其 不 
能 观测 的 部 分 的 极点 具有 负 实 部 ， 并 称 这 类 系统 是 能 检测 的 。 

在 设计 观测 器 时 , 实际 上 不 仅 要 求 它 是 稳定 的 , 而 且 还 应 要 求 它 具 有 一 定 的 响应 速度 。 
因此 设计 观测 器 的 关键 是 对 其 进行 极点 配置 。 从 加 快 xD) 向 状态 x(D 收 敛 的 速度 观点 看 ， 当 
然 希望 所 选择 的 观测 器 极点 的 负 实 部 的 绝对 值 大 些 好 。 但 是 这 会 使 观测 器 的 频带 变 宽 ， 结 
果 降 低 了 对 高 频 干 扰 的 抗 干扰 能 力 , 致使 存在 于 被 控 对 象 的 输入 与 输出 信号 中 高 频 噪声 (如 
测量 噪声 ) 被 增幅 ， 并 影响 到 观测 器 的 输出 zx0。 因 此 ， 在 设计 观测 器 时 就 需要 在 响应 速度 
与 抗 干扰 能 力 之 间 进 行 某 些 折 中 。 



























































[ 例 5.10] 系统 
Eh 
= +| | 
i 0 -llx, 1 
y=[L os xs 
设计 全 阶 观 测 器 ， 要 求 观测 器 的 极点 为 {-3 -3} 。 


[ 解 ] 设 观测 器 的 增益 阵 天 .= [上 所] ， 则 有 回 足 商 回 
4 | 扫 二 

= 尖 ”ai 总 
det[sT -A+ K.C]=s +(3+h)s+(2+h +hk) 例 5.10 讲解 








令 其 等 于 (s+3) =s?+6s+9 
则 有 =3， 嫩 =4 
根据 式 (5.60)， 观 测 器 的 方程 为 
a]_[-s 1a fa, :To 
zs) [4 -加 到 
图 5.7 给 出 了 本 例题 的 观测 器 方 框图 ; 虚线 内 的 部 分 为 被 控 对 象 。 由 此 可 以 看 出 ， 观 
测 器 是 以 被 控 对 象 的 输入 u(t) 与 输出 y(7?) 作 为 其 输入 ， 以 其 状态 变量 z(7) 作为 它 的 输出 的 
一 个 动态 系统 。 而 设计 观测 器 又 归 之 于 寻找 实数 阵 K. ， 使 观测 器 即 (4 -KK.C) 具有 满意 的 
极点 。 因 此 ， 完 全 可 以 将 观测 器 的 设计 与 极点 配置 问题 联系 起 来 。 


ZI(D) 








图 5.7 例 5.10 系统 结构 图 














现在 来 讨论 式 (5.57) 给 出 的 n 阶 完全 能 观测 性 系统 ， 显 然 其 对 偶 系 统 
X= A X+C™ 
y=B'x 





(5.62) 














是 完全 能 控 的 ， 若 对 这 个 对 偶 系 统 给 以 状态 反馈 z= KTx+V， 则 其 闭环 极点 即 (47 + CTK") 
的 特征 值 是 可 以 任意 配置 的 ， 而且 (4"+C'K") 与 (4+KC) 具 有 相同 的 特征 值 。 因此， 对 























式 (5.57) 的 被 控 对 象 设 计 观 测 器 就 可 以 归 之 于 对 其 对 偶 系 统 (5.62) 求 状态 反馈 ， 使 对 偶 系 统 
的 闭环 极点 等 于 观测 器 所 要 求 的 极点 ， 且 观测 器 中 的 反馈 增益 矩阵 有, = -下 。 这 表明 , 观 
测 器 设计 是 极点 配置 的 对 偶 ， 这 就 给 出 了 观测 器 设计 的 方法 。 


Bay 


设计 全 阶 观测 器 ， 要 求 观 测 器 的 极点 为 {-1，-1}。 
[ 解 ] 容易 验证 系统 是 完全 能 观测 的 ， 其 对 偶 系 统 的 系统 阵 和 输入 阵 分 别 为 


中 站 


按 之 前 给 出 的 极点 配置 方法 ， 有 





[ 例 5.11] 二 阶 系统 


det(sT -AT)=s* —s, 则 ai=-1，a,=0。 
f(s)=(s+1) =s*+2s+1, 则 d=2， 4d,=1。 
则 反馈 增益 


K'2[021 -1-2]=[-1 -3], > K=KT=[-2 -1], K,=-K" 
所 以 ， 观 测 器 的 反馈 增益 为 K, =[2 直 


“er Te 
Es shh bal 


[ 例 5.12] 四 阶 系统 的 状态 空间 表达 式 为 


观测 器 方程 为 








| [站 ,于 ON 席 总 
六 | 1 | 
. |= 十 下 
元 | lo 0 0 olx| ln 
| lo 00 olx| lol1 











试 设计 全 阶 观测 器 ， 要 求 其 极点 为 {-1,-1,-2,-2} 。 
[ 解 ] 容易 证 明 系 统 是 完全 能 观测 的 ， 故 可 设计 全 阶 观测 器 ， 且 极点 可 以 任意 配置 。 
为 此 求 出 对 侦 系 统 的 @ 矩阵 为 


站 
1000 
=|C™ 4CI CT A'Ci|= 
2-[c Se lo 0 
0100 
0 让 -2 
0 0 0 1 风色 
| 
=| 二 -=- -二 -|, a=|0 Ne -= 
必 和 | | 
0 0 “二 
2 2 
-|[" 0 0%0 
0100 
0000 
K=SQ" 
-| od 
1x1X0 2 
ee Se (A 
A=A'+C'R'= 
1000 
0100 


det(sT — A)=s* —3s’ +2s’ 
f(s)=(s+1) (s+2) =s* +6s’ +13s* +12s+4 
K'=[-4 -12 -11 -9] 


0; 0 由 
多 -这 
a 

a4 3 ->00 

z-| 地 站 :1 
“||= -= 0 0 

af |2 2 
| 

2 逻 
K=KT=[-16 7 -2 -18] 
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-16 0 
-7 0 
K,=-K"= 
2 0 
18 -1l 
观测 器 方程 为 
z=(A-K.C)z+K.y+Bu 
-1l$ -16 1 0 16 0 10 
8 9 0 1 -7 0 0 1 
= z+ 了 十 在 
-2 200 2 0 1 0 
-16 -1l8 0 0 18 1 0 1 


5.4.3 ” 降 阶 观测 器 的 设计 


前 述 的 全 阶 观测 器 是 和 被 控 对 象 同 阶 的 动态 系统 ， 因 此 ， 对 象 的 全 部 状态 估 值 均 可 
以 从 观测 器 得 到 。 但 在 实际 系统 中 ， 输 出 已 直接 提供 了 部 分 状态 变量 ， 因 此 只 需要 估 
计 状 态 变 量 x 中 那些 无 法 量 测 到 的 分 量 。 式 (5.57) 系 统 ,， 若 输出 维 数 为 p ， 则 只 需 设计 
(n 一 p) 阶 观测 器 便 已 足够 ,~ 称 这 种 观测 器 为 降 阶 ( 维 ) 观 测 器 。 实 际 上 可 设计 出 阶 数 从 








(n 一 ) 到 的 各 种 观测 器 ,这 些 观 测 器 统称 为 降 阶 观测 器 。 下 面 重点 讨论 (np) 阶 观测 器 
的 设计 方法 。 


首先 将 系统 的 状态 变换 成 可 直接 量 测 和 不 能 量 测 两 部 分 ， 然 后 对 不 能 量 测 部 分 设计 观 
测 器 ， 从 而 得 到 其 估 值 。 仍 考虑 式 (5.57) 所 描述 的 n 阶 系统 ， 设 rankC = p ， 且 系统 的 p 个 
输出 yy,(i=1,2,*…p) 是 由 状态 变量 直接 量 测 得 到 的 。 经 过 适当 地 变换 ， 式 (5.57) 的 输出 矩阵 
C 及 状态 变量 x 可 以 写成 

c=[1,:0] 























其 中 ， 了 J, 是 p 阶 单位 阵 ， 是 (np) 维 变量 , 它 是 x 中 不 能 由 yy 表示 的 那 一 部 分 。 将 这 个 
关系 代入 式 (5.57)， 对 象 的 状态 方程 写成 


占 -[% a 5 


p=A1p+A,x+Bu (5.64) 





因此 它 可 以 分 解 为 两 部 分 
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t= A t+ A y+ Bu (5.65) 
显然 ， 只 需 对 式 (5.65) 所 表示 的 子 系统 设计 全 阶 观 测 器 就 可 以 解决 对 整个 系统 式 (5.57) 





的 状态 重 构 。 
对 式 (5.65) 这 部 分 状态 不 能 直接 量 测 的 子 系统 构造 形 如 式 (5.60) 的 全 阶 (np) 阶 观测 
器 ， 可 以 采取 的 形式 为 
Zz=A,z+Ay+ButKA,(x—z) (5.66) 

显然 ， 等 式 右 端的 最 后 一 项 相当 于 估 值 误差 的 反馈 。 其 中 立 是 不 能 量 测 的 状态 变量 。 
但 由 式 (5.64) 可 以 看 出 
































AxX=-Ay-Bu (5.67) 

这 里 y 和 w 是 可 以 直接 量 测 得 到 的 ， 因 此 通过 它们 可 以 间接 得 到 4,,xX ， 将 式 (5.67) 代 
入 式 (5.66)， 经 整理 便 可 得 到 降 阶 观测 器 的 方程 为 

2=(4, -KrAy)et A yt But Ki(y—Ay— Bu) (5.68) 

观测 器 中 的 K 相当 于 全 阶 观测 器 式 (5.60) 中 的 有 ”因此 只 要 选择 适当 的 K, 使 

(4 一 KnA,) 是 稳定 的 ， 就 可 以 设计 出 (np) 阶 观测 器 。 但 由 式 (5.68) 可 以 看 出 ， 该 降 阶 

观测 器 需要 被 控 对 象 的 输出 了 的 微分 。 为 了 在 构造 实际 的 观测 器 中 避免 使 用 这 个 信号 ， 可 

引入 一 个 (n-p) 维 的 变量 w ， 并 使 之 满足 








w=7— Kny (5.69) 
若 以 这 个 向 量 w 作为 观测 器 的 状态 变量 ， 且 利用 式 (5:69)， 有 
w=2— Kany 
则 式 (5.68) 所 表示 的 观测 器 方程 变换 为 
w= Fw+Gy+ Hu (5.70) 


其 中 


G=4, -KA +(4,, —KaA,) Ka 
H= AB,— KB, 
显然 ， 该 观测 器 与 式 (5.60) 全 阶 观测 器 的 基本 形式 具有 相同 的 结构 。 在 该 (np) 维 观 
测 器 中 只 利用 对 象 的 输入 & 与 输出 y 实现 对 状态 变量 的 不 可 量 测 部 分 的 重 构 ， 而 无 须 像 
式 (5.68) 的 结构 形式 那样 依赖 于 输出 的 微分 。 此 时 , 以 z 作 为 (np) 维 的 不 可 量 测 向 量 的 
估 值 ， 则 对 象 的 状态 变量 x 的 估 值 x 就 成 为 
2 0 了 
长 二 加 Gy 
z w+Kry 


hg J 
式 中 ，Z 和 工分 别 是 p 阶 及 (np) 阶 单位 阵 。 


图 5.8 给 出 了 被 控 对 象 与 降 阶 观测 器 结构 图 。 其 中 虚线 框 被 部 分 是 被 控 对 象 ， 其 余部 
分 是 构造 的 (np) 维 观测 器 。 


: = 4,, — Kn, 
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5.8 被 控 对 象 与 降 阶 观测 器 结构 图 


[ 例 5.13] 对 例 5.10 所 给 的 对 象 设计 降 阶 观测 器 。 
[ 解 ] 该 对 象 的 输出 是 状态 变量 的 第 一 个 分 量 ， 即 状态 x, ， 故 只 需 对 进行 估计 ， 降 
阶 观测 器 是 一 维 的 。 对 本 例题 有 
A411=a =-2 
=ai=0, 4,=4=-1, 
若 使 观测 器 风 = fiv+ gy+ hu 的 极点 为 -3， 则 由 
ff =a -kra =-1-—kr=73 
解 得 ks =2 ， 由 此 得 x, 的 估 值 为 名 =z=w+kiy=w+2x 





f=23 
及 8 = haan t+ (4 kat )ka = -2 
h=b,— kb =1 


故 得 降 阶 观测 器 的 方程 
w= fwt+gy+hu=-3w—2y+u=-3w—2x +u 
该 降 阶 观测 器 的 结构 图 如 图 5.9 所 示 。 图 中 虚线 框 内 为 被 控 对 象 ， 其 余部 分 是 其 对 应 
的 降 阶 观测 器 。 

















1 
uD) | Ar OO 














图 5.9 例 5.13 系统 结构 图 
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[ 例 5.14] 为 三 阶 系统 


?=[L 1 -UP x% *] 

设计 降 阶 观测 器 。 
[ 解 ] 可 以 验证 该 系统 是 完全 能 观测 的 ， 由 于 输出 p 是 一 维 的 ， 因 此 降 阶 观测 器 应 该 

是 (n-p)=2 维 的 。 首先 将 系统 变换 成 式 (5.63) 的 形式 。 为 此 可 选择 一 个 2x3 矩阵 使 变 
换 矩 阵 





是 非 奇异 的 。 现 在 选 


则 以 


则 根据 式 (5.70) 可 计算 出 


-6 8] [fk -6—4kr 8—6k 
F- 和 -4 :|- 名 | 9-| 人 | 
L AR2 R2 R2 
若 取 观测 器 的 极点 为 {-8,-8} ， 则 可 计算 出 k=82，kn,=56.5， 从 而 可 得 


pl322 -484 
|225 -338 


G=4 -KrA+(4,— KrA,)K: 
3 82 ps [322 -484] 82 —1103 
= 一 的 = 
0 56.5 [225 -338]|56.5 —760 


"mala Lesh 

















于 是 可 写 出 降 阶 观测 器 为 


322 -484 —1103 165 
w= Fw+Gy+ Hu= w+ ¥ 丰 u 


225 -338 —760 hls 


则 对 象 的 状态 变量 x 的 估 值 区 为 














诗 1 10 ofy 
» Ti. 0 J 一 = 了 -一 - 一 || 一 
部 = 了 长 直 四 | 82 最 上 
名 56.510 1||w, 
应 注意 ， 由 于 在 一 开始 对 原 系 统 作 了 x= S57'x 的 变换 ， 故 由 上 述 观测 器 所 得 到 部 分 状 




















态 变量 的 估 值 也 是 变换 后 的 变量 。 因 此 ， 必 要 时 应 再 变换 回 原 坐标 系 。 图 5.10 给 出 了 当 系 
统 输 入 为 单位 阶 跃 信号 且 初 值 x(0)=[0.1 0 0 ,w(o)= [0 “OJ 时 > 两 个 重 构 的 状态 分 量 
的 估 值 (由 观测 器 得 到 的 ) 与 其 值 的 相应 曲线 。 其 中 实 线 代表 被 估计 的 状态 分 量 的 真 值 ， 虚 
线 是 由 观测 器 给 出 的 关于 它们 的 估 值 。 由 图 可 以 看 出 ;_ 佑 值 在 不 到 1s 的 时 间 内 都 已 收效 
到 真 值 。 



























(0 LD) 3.0L HD HD 





02.0.3.0 40 5.0 
0 1020304050 “Ws 一 1. 


(a) (b) 
图 5.10 例 5.14 状态 变量 及 其 估 值 的 相应 曲线 


5.5 ”用 状态 观测 器 的 状态 反馈 系统 设计 


5.5.1 用 状态 观测 器 的 反馈 系统 性 能 讨论 


状态 观测 器 为 那些 状态 变量 不 能 直接 量 测 或 难以 量 测 的 系统 实现 状态 反馈 创造 了 条 
件 ， 然 而 用 状态 观测 器 构成 的 状态 反馈 系统 比 直接 进行 状态 反馈 的 系统 要 复杂 得 多 。 前 者 
不 仅 含有 状态 反馈 的 增益 阵 下 ， 还 含有 观测 器 的 KK. 阵 。 现 对 其 结构 和 性 能 讨论 如 下 。 

设 被 控 对 象 是 能 控 且 能 观测 的 ， 其 模型 为 



































X=Ax+Bu 
1 (5.72) 
式 中 ,，xeR"”, weR”, yeR?。 
在 状态 反馈 w= Kx +v 作用 下 ， 闭 环 系统 为 
X=(A+BK)x+Bu 
| (5.73) 











设 系统 式 (5.72) 存 在 全 阶 观测 器 
z=(A—-K.C)z+ButK.y (5.74) 
式 中 ，z 为 x 的 估计 值 。 在 状态 反馈 中 x 用 z 取代， 则 可 得 控制 器 为 


i=(A- KC)z+ButKk.y 
u= Kztv 

















(5.75) 




















式 (5.75) 和 式 (5.60) 构 成 由 观测 器 实现 状态 反馈 的 闭环 系统 。 其 结构 图 如 图 5.11 所 示 。 
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图 5.11 带 观 测 器 的 状态 反馈 闭环 系统 


这 个 闭环 系统 的 方程 为 
xX=Ax+Bu 
z=(A-K.C)z+ But K.y 
i (5.76) 
y=Cx 
经 整理 得 
X=Ax+BK.+By 
z=K.Cx+(A-K.C+BK)z+By 
y=Cx 
即 
[bee tnerarleld] 
= 十 vy 
zi| [KC A-KC+BK|lz| |B 
(5.77) 


"中 


于 本 节 所 讨论 的 是 状态 反馈 由 观测 器 实现 的 系统 性 能 ， 所 涉及 的 问题 是 极点 配置 ， 
即 稳定 性 。 因 此 ， 为 便于 讨论 ， 可 设 v=0， 此 时 式 (5.77) 对 应 的 结构 图 如 图 5.12 所 示 。 




































































图 5.12 带 有 动态 补偿 器 的 反馈 系统 


在 图 5.12 的 闭环 系统 中 , 若 将 图 中 虚线 内 的 部 分 看 作 一 个 装置 , 则 它 是 以 被 控 对 象 的 
输出 y 作 为 输入 ， 而 其 输出 .就 是 被 控 对 象 的 控制 输入 ( 即 带 动态 补偿 器 的 反馈 闭环 系统 
的 反馈 信号 ), 并 以 此 来 配置 闭环 系统 的 极点 , 改善 其 动态 响应 特性 使 之 成 为 设计 者 所 期 望 
的 ， 一般 称 这 个 装置 为 动态 补偿 器 或 输出 动态 补偿 器 。 这 个 动态 补偿 器 的 状态 方程 和 输出 
方程 为 














z=(A-K.C+BK)z+K.y (5.78) 
y=Ks (5.79) 
若 用 式 (5.76) 中 的 第 二 式 减 去 第 一 式 ， 以 估计 误差 e. = z 一 x 代 蔡 估计 值 z:， 则 闭环 系 


统 式 (5.77) 化 为 
图 BK 上 | 对 
“下 三 十 v 
és 0 A- Ke 0 


me 


式 (5.80) 是 带 观测 器 状态 反馈 的 另 一 种 形式 。 

下 面 对 带 观测 器 的 闭环 系统 性 能 作 以 下 讨论 。 

(1) 闭环 系统 的 维 数 为 被 控 对 象 的 维 数 和 观测 器 的 维 数 之 和 。 

(2) 整个 闭环 系统 式 (5.77) 的 极点 集 4 为 

A=o(A+BK)Uo(A—-K.C) (5.81) 

且 闭 环 系统 的 特征 多 项 式 等 于 (4+ BK) 的 特征 多 项 式 和 (4 一 K.C) 的 特征 多 项 式 的 乘积 。 
这 表明 若 在 状态 反馈 中 加 入 观测 器 ， 其 闭环 极点 只 是 增加 了 观测 器 (4 一 K.C) 的 极点 ， 而 
状态 反馈 下 闭环 系统 式 (4+ BK) 的 极点 保留 不 动 。 这 说 明 观 测 器 的 输出 z 可 取代 状态 x 
进行 反馈 。 因 此 ， 状 态 反馈 增益 矩阵 K 的 设计 和 观测 器 的 反馈 矩阵 KK. 的 设计 可 以 独立 
进行 。 

(3) 带 观测 器 的 状态 反馈 闭环 系统 式 (5.77) 与 状态 反馈 闭环 系统 式 (5.73) 的 传递 函数 矩 
阵 相同 。 

(4) e. 是 状态 观测 器 的 观测 状态 和 被 控 系 统 的 状态 之 间 的 误差 ， 当 系统 的 初始 状态 
x(0) 与 观测 器 的 初始 状态 z(0) 相等 时 ， 则 有 


(5.80) 
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e€.=0, t=0 (5.82) 
这 时 带 观 测 器 的 闭环 系统 退化 为 
X=(A+BK)x+Byv (5.83) 


当 e. #0 时 ，e. 将 以 菜 一 衰减 速度 减 到 零 ， 该 衰减 速度 取决 于 (4 一 K.C) 的 负 实 部 。 
(5) e: 是 不 能 控 且 不 能 观测 的 ， 但 闭环 系统 的 这 种 缺点 并 不 影响 系统 的 正常 工作 。 当 
然 ， 若 这 个 闭环 系统 又 是 另 一 系统 的 子 系统 ， 则 该 缺点 将 会 给 设计 带 来 困难 。 


5.5.2 动态 补偿 器 的 设计 


动态 补偿 器 所 涉及 的 问题 是 闭环 的 稳定 性 ， 即 由 状态 反馈 来 任意 配置 闭环 的 极点 ， 而 
不 考虑 外 部 输入 v， 故 可 假定 v=0 。 于 是 ， 状 态 反馈 为 
u= Kz (5.84) 

















则 控制 器 式 (5.75) 化 简 为 


i=(A-KC+BR)z+K.y 
E ke (5.85) 
这 样 ， 系 统 式 (5.72) 在 式 (5.83) 的 作用 下 ， 闭 环 系统 为 
x| [4 BEK x 
-| Re, or | 
于 (5.86) 


y=[C 中 
除了 没有 输入 作用 外 ， 式 (5.86) 和 式 (5.77) 是 一 致 的 。 显 然 式 (5.86) 极 点 不 变 ， 仍 为 
式 (5.81) 的 极点 集 4 。 控 制 器 式 (5.85) 称 为 纯 输出 动态 反馈 补偿 器 。 


[ 例 5.15] 已 知 被 控 系 统 为 如 下 二 阶 不 稳定 的 系统 


. 0 1 1 
=| 中 J y=[0 1]x 
试 设计 一 个 二 阶 输出 动态 补偿 器 ， 使 闭环 极点 为 1， 一 2; 一 3， 一 3。 
[ 解 ] 容易 验证 系统 是 能 控 且 能 观测 的 ， 故 可 设计 输出 动态 反馈 ， 使 闭环 系统 的 极点 
能 任意 配置 ， 下 面 分 两 步 进 行 。 
(1) 根据 状态 反馈 配置 极点 的 方法 ， 使 闭环 系统 的 极点 为 一 1， 一 2。 
原 系统 的 特征 多 项 式 为 








和 = 
= +1 








f(s)=|sI-—A = 





( 


所 希望 的 特征 多 项 式 为 
f(s)=(s+D(s+2)=s +3s+2 
根据 式 (5.28)， 求 得 


K=[a, = 厂 通 -4d]=[-! -3] 
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由 于 被 控 对 象 为 非 能 控 标准 型 ， 故 求 变换 阵 T 将 下 还 原 到 坐标 系 上 的 k。 由 式 (5.30) 有 


em 业 亚 到 本 本 


根据 式 (5.28) 得 





一 0 -1l 
天 =KT=[-1 可， a- 1] 
故 原 系统 的 反馈 为 
u= Kx =[-3 1]x 

(2) 先 按照 能 观测 标准 型 观测 器 的 设计 方法 为 对 象 设计 二 阶 观测 器 ， 使 观测 器 的 极点 
为 =3， 一 3。 

所 希望 的 观测 器 特征 方程 为 

f(s)=(s+3)(s+3)=s* +6s+9 


尼 启 十 BS 
: [ad-al| le=0| le 
由 于 原 系统 为 非 能 观测 标准 型 ， 因 此 求 变 换 阵 了 将 无 -还原 到 原 坐 标 系 。 


5 可 国 汪 7 «re 
ma ea oD 


从 而 写 出 系统 的 观测 器 方程 


Et ro | ms 人 
-| 外 [可 


故 




















由 式 (5.85)， 可 得 所 求 的 带 观测 器 的 输出 动态 补偿 器 为 
-3 10 -8 
(AKC+ Bnetr Key-| 5 让 
u =[-3 1]z 
由 式 (5.86) 可 得 在 此 动态 补偿 器 作用 下 的 闭环 系统 空间 表达 式 
x|_[4 BK x 
i| IKC A-K.C+BK|: 




















i] [fo 11-3 1 
| 

| |-1 010 ox 

| |0o 8133 10|z 
| 


名 0 61-1 -6||z, 











y=[C |-p 1 0 0] 


式 中 ，z 、z, 为 状态 估计 值 甸 、 铝 ， 据 此 可 绘 出 该 闭环 系统 的 状态 结构 图 如 图 5.13 所 示 。 





























图 5.13 例 5.15 闭环 系统 状态 结构 图 
以 上 为 带 有 全 观测 器 的 闭环 系统 。 如 果 用 降 阶 观测 器 ， 则 上 面 讨论 的 有 关 带 观测 器 闭 

















环 系统 的 五 点 性 能 基本 适用 。 下 面 举 一 例 说 明 设 计 降 阶 观测 器 作为 状态 反馈 的 闭环 系统 设 
计 步 又 。 


[ 例 5.16] 已 知 系统 的 状态 空间 表达 式 为 


























EA 0 1 0 | I0 
站 =|o 0 Ta+lolv 
ij|-6 -1 -ls 1 
| 
有 
一 为 
0 1 0| 
用 











试 求 一 个 输出 动态 反馈 补偿 器 ， 使 闭环 极点 为 {~1 土 2j。， 一 2; 一 5} 。 


[ 解 ] (1) 根据 状态 反馈 的 极点 配置 方法 ， 求 状态 反馈 矩阵 下 。 所 给 系统 为 能 控 标准 
型 ， 根 据 式 (5.17) 可 求 得 使 闭环 系统 极点 为 {一 1 土 2j， 一 2} 的 状态 反馈 为 


u=A=[k kJ 名 针 J=[-4 2 2] 遍 名 名 J 
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(2) 设计 降 阶 观测 器 。 从 所 给 系统 可 知 ，% 和 x, 可 直接 量 测 得 到 ， 即 p=2， 故 内需 设 
计 (n 一 p)=1 维 (实际 上 是 最 低 阶 ) 观 测 器 即 可 。 原 系统 写成 





























|: | 0 10 
-| a 0 0 1 ly +lOln 
A 4 b, 6 11 6 一 
-6 一 —6l|x 1 
1 0 ol 0 
=|C, olx= ,|, C, ,= 
>=[c, oe le ae 











根据 式 (5.70)， 让 一 维 观测 器 的 极点 为 一 5， 求 忆 、G 、 瑟 阵 
下 三 二 :一 下 4 三 一 6 一 [ko -5 
解 得 
K; =|[0 1] 
G=4, -Kd 十 (4 Tn KiAis) Ka 


=[-6 -11]-[0 - 唱 -sb -1]=[-6 -6] 
H=B,—K.B,=1-|[0 - 晶 : 


从 而 可 写 出 降 阶 观测 器 得 方程 
w=Fw+Gy+ Hu=—5w+[-6 -6]y+u 
根据 式 (5.71) 可 得 系统 的 估 值 




















(3) 带 观 测 器 输出 动态 反馈 为 
w=—5w—|[-6 —6]y+u 
u=[-4 2 2]#*=2w-[4 0? 





(4) 输出 动态 补偿 器 
w=—3w—[10 6]y 
u=2w—|4 oy 
(5) 求 在 所 求 出 的 动态 补偿 器 作用 下 的 闭环 系统 。 在 降 阶 观测 器 作 反 馈 时 ， 式 (5.86) 














x| [4 Bk, 


GC H-GC,,+B,k, 


x 




















wp w 











因此 闭环 系统 为 


i] [0o 1 01o0lx 
tl |o 0 1!0l 
i| |-10 -11 -6! 2 | 
而 | |-10 -6 0 1-3w 





5.6 MATLAB 在 极点 配置 及 设计 观测 器 中 的 应 用 





[ 例 5.17] 考虑 到 如 下 线性 定常 系统 


xX=Ax+Bu 
式 中 
0 0 
=|0 0 1/8= 
| 一 1 


利用 状态 反馈 控制 w= Kx 十 v， 希 望 该 系统 的 闭环 极点 为 s 二 -2 土 对 和 s = 一 10。 试 
确定 状态 反馈 增益 矩阵 下。 








$ 程 序 ch5ex17.m ,WX™ vx 
A=[0 1 0;0 0 1;-1 =5 76]» & R, By CD 矩阵 赋值 ” 
B=[0;0;1]; ~、 yA 》 XA 
c=[1 0 0]; 和 \ 
D=0; \ WW\ 
Inum, den]=ss2tf (A, B,C,D,1) ; “% 求 出 该 系统 特征 多 项 式 的 系数 阵 den 
denf=[1°14 60 200]; g 期 望 极点 的 特征 多 项 式 的 系数 阵 
kl=den (9) -denf (:,4) 计算 k1=a3-d3 
k2=den (:,3) -denf (:,3) $ 计 算 k2=a2-d2 
k3=den (:,2) -denf (:,2) $ 计 算 k3=al-d1 
则 程序 运行 结果 为 : 
i 
-199 
k2 = 
-55 
K3 = 
-8 


系统 的 状态 反馈 增益 阵 大 [kl1 k2 k3]=[ 一 199 一 55 一 8] 
注 : 以 上 程序 指 状态 反馈 控制 w=Kx +v。 但 在 有 些 资 料 上 设 状 态 反 馈 控 制 w= 一 Kx+v， 这 时 
上 述 程序 计算 下 改 成 : 
kl=denf (:,4)-den(:, 4) $s 计算 k1=d3-a3 
k2=denf (:,3)-den(:,3) S$ 计算 k2=d2-a2 
k3=denf (:,2)-den(:,2) 计算 k3=d1-al 
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程序 


Kl 
k2 


K3 


运行 结果 : 


8 





[ 例 5.18] 已 知 SISO 系统 (4，B，O) 如 下 


-2 -l 


中 


设计 系统 的 观测 器 使 极点 配置 在 一 3.5+j0.5 和 一 3.5 一 j0.5 上 。 


[ 解 


首先 验证 系统 是 状态 完全 能 观测 的 。 通 过 该 系统 的 对 偶 系 统 极点 配置 求 出 状态 








反馈 阵 大， 则 状态 观测 器 的 增益 阵 为 K= 一 K"。 虽 然 所 给 系统 是 能 控 标 准 型 ， 但 其 对 偶 系 


统 不 是 能 控 标 准 型 。 设 状态 反馈 阵 矿 =[kl k2]， 先 按 能 控 标 














型 进行 极点 配置 求 出 Ky， 再 





还 原 到 型 状态 空间 中 ， 因 此 K=Ky*Te， 其 中 Te 为 将 对 偶 系 统 转换 成 能 控 标 
准 型 的 变换 阵 。 
$$ 程序， ch5ex18.m NA 
$ 对 该 系统 设 状态 观测 器 可 以 i 求解 
DO eo $ 将 A 的 转 置 赋 给 A 
TO Jr 人 给 CC 
B=[1 0]'; NE ~ 
D=0; 
[num, den]= Co B/C/D,1); 导电 访 系统 特征 多 项 式 的 系数 阵 den 
gen- 014 121; s 求 期 望 极点 -3.5+j0.5 和 -3.5-j0.5 的 特征 多 项 式 的 
信 $ 系 数 阵 
kl=den (:,3)-denf (:,3) $s 计算 kl1=a2-d2 
k2=den(:,2)-denf (:,2) $ 计 算 k2=al-d1l 
Ky=[k1 k2] $$ 显示 阵 Ky 
Qc=[B A*B]; $s 计算 对 偶 系统 的 能 控 阵 
Pp1=[0 1]*inv(Qc); 
Tc=[pl; pl*A] % 计 算 将 对 偶 系统 转换 成 能 控 标准 型 的 变换 阵 Tc 并 显示 
$ 变 换 阵 Tc 
K=Ky*Tc $ 计 算 对 偶 系统 状态 反馈 阵 K 并 显示 
Kz=-K' s# 计 算 状 态 观 测 器 的 增益 阵 为 Kz 并 显示 Kz 
Ce[1 0]; $ 赋 原 系统 的 输出 阵 c 的 值 
A=[0 1;-2 -1]; s 赋 原 系统 的 状态 阵 c 的 值 
Rz=RA-KzxC # 计 算 状 态 观 测 器 的 状态 阵 Rz= [R-KzxC] 
程序 运行 结果 : 
Ky = 





a A 








0 

E = 
K= 

= -4 
KZ = 

6 

4 
Az = 

人 

-6 = 


状态 反馈 [一 6 一 4 
因此 ， 观 测 器 的 增益 阵 为 K= 一 K =[6 ”4 '， 状 态 观 测 器 的 增益 阵 4 二 [4 一 K,*C]= 
[一 6 一 6; 1 一 1]， 则 状态 观测 器 的 方程 为 : 
6 
4 


0 
1 


-6 1 | 
z=(A—K.C)z+K.y+Bu= 十 u (5.87) 


6 lllz. 











| 











[ 例 5.19] 在 SIMULINK 仿真 界面 下 画 出 例 $.18 设计 的 状态 观测 器 的 状态 结构 图 , 并 进行 
仿真 。 观 察 e=y 一 z 的 变化 。 
[ 解 ] 根据 例 5.18 的 状态 观测 方程 ， 在 .SIMULINK 仿真 界面 下 的 结构 如 图 5.14 所 示 。 
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图 5.14 式 (5.87) 的 仿真 结构 
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po 


仿真 结果 如 图 5.15 所 示 ， 图 5.14 中 ， “37 代表 积分 a ”符号 ;“” 或 “@” 代 
表 加 法 器 。 
从 仿真 结果 看 , 所 给 系统 的 输出 y 和 状态 观 涡 Hz 的 误差 e 在 10* 内 变化 ,因此 ， 


设计 的 状态 观测 器 完全 可 以 普 代 原 系统 。 为 实际 中 危险 、 高 温 或 无 法 接近 的 那些 系统 的 状 
态 观测 提供 了 一 种 有 效 途 径 。 

















tms) 
图 5.15 例 5.19 仿真 结果 
在 图 5.15 中 ， 横 轴 表 示 仿 真 时 间 ms， 纵 轴 y 表示 原 系 统 的 状态 x1，z 表示 观测 器 的 
状态 ?1，e 表示 y 和 z 的 误差 。 








5.7 小 结 


本 章 主要 讨论 了 采用 状态 反馈 的 手段 对 系统 设 Me 基于 状态 反馈 的 单 输 
入 系统 的 极点 配置 可 使 闭环 系统 达到 预期 的 翅 EE， 多 输入 系统 的 极点 配置 方法 则 是 单 
输入 系统 极点 配置 的 方法 的 拓展 。 本 章 利用 观测 器 和 极点 配置 对 偶 的 特性 ， 讨 论 了 全 阶 观 
测 器 和 降 阶 观测 器 的 设计 方法 ， 使 观测 器 的 设计 方法 既 易 理解 又 较为 简化 。 同 时 强调 系统 
存在 极点 配置 的 充 要 条 件 是 系统 的 状态 完全 能 控 ; 若 系 ， 则 通过 状态 反馈 使 闭 
环 系统 稳定 的 充 要 条 件 是 不 能 控 部 分 的 极点 具有 和 负 在 观测 器 且 观 测 器 的 极点 
可 任意 配置 的 充 要 条 件 是 系统 的 状态 完全 能 观测 ; 若 系统 不 能 观测 时 ， 则 存在 观测 器 的 充 
要 条 件 是 不 能 观测 部 分 的 极点 具有 负 实 部 。 另 外 ， 本 章 还 讨论 了 观测 器 的 反馈 系统 及 动态 
补偿 器 的 设计 方法 。 
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5.8 习题 


5.8.1 已 知 SISO 系统 的 传递 函数 为 


co= 一 2 
5 十 48 十 358 
试 确定 状态 反馈 阵 了 ， 使 极点 配置 在 -5 和 一 2 土 j2 上 。 


5.8.2 已 知 线性 定常 系统 的 状态 方程 与 状态 反馈 为 





i] lo 1 olxl fo nn 
总 |=|0 -1 1lxl+lO0lu, w=[k kk kllxl+v 
为 | 0 0 = 本 | 后 入 





























试 确定 状态 反馈 阵 有 =[ ”名 ] ， 使 极点 配置 在 -1 和 一 ! 士 2 上 。 
5.8.3 给 定 线性 定常 系统 
X= Ax+Bu 
y=Gx 
式 中 
两 味 = 人 C=[L ol 
NJ 1 
试 设计 一 个 全 维 状态 观测 器 ,该 观测 器 的 期 望 特征 值 为 4 二 一 5, 和 = 一 5 。 
5.8.4 考虑 习题 5.3 定义 的 系统 。 假设 输 出 y 是 可 以 准确 量 测 的 ， 试 设计 一 个 最 小 阶 观 
测 器 ， 该 观测 器 矩阵 所 期 望 的 特征 值 为 1= -5; 即 最 小 阶 观 测 器 所 期 望 的 特征 方程 为 


坦 三 
































s+5=0。 
5.8.5 给 定 线 性 定常 系统 
要 0 1 0 a 0 
总 |=| 0 0 1 lxl+| 0 lu 
六 | 11244 0.3965 —3.145|lx,| |1.244 
六 
y=[L 0 0] > 
为 








该 观测 器 增益 矩阵 的 一 组 期 望 的 特征 值 为 = -5+ jsV3, = 一 5 一 j5V3 , 入 =-10。 
试 设计 一 个 全 维 观测 器 。 

5.8.6 考虑 习题 5.3 给 出 的 同一 系统 。 假设 输出 y 可 准确 量 测 ， 试 设计 一 个 最 小 阶 观 测 
器 ， 该 最 小 阶 观测 器 的 期 望 特征 值 为 = 一 5 十 j5V3, = 一 5 一 j5V3。 





- 般 来 说 ， 不 同 的 控制 作 





径 为 最 佳 ， 是 
优 ” 

















本 最 小 为 最 优 ， 在 导弹 飞行 控 


最 短 为 最 优等 。 因 





6.1 


系统 的 最 优 控制 问题 ， 就 是 如 何 利用 合 


最 优 方式 运行 的 问题 。 
在 经 典 控制 理论 中 




















状态 。 例 如 ， 通 常规 定 
数 小 于 或 等 于 1 全 2 次 四 
在 现代 控制 理论 中 ， 


此 ， 最 优 指 的 是 


态 的 问题 。 其 着 眼 点 首先 是 - 


应 当 指 出 : 按照 性 能 指标 为 最 小 所 求 得 的 对 应 于 


二 阶 系统 运行 在 : 
即 为 最 佳 等 。 但 在 这 里 对 控 
除 上 述 情况 外 ， 还 要 研究 如 


最 优 控 

















ee 
使 某 一 





最 优 控制 的 基本 概念 


适 的 控制 


的 所 谓 最 优 问题 (如 电子 最 佳 理论 )” 是 指 右 
下 ， 如 何 选择 系统 参数 或 采取 不 同 的 反馈 与 校正 手段 ， 使 系统 运行 在 一 个 规定 好 的 最 佳 
阻尼 系数 &=0.707; 最 大 超 调 cns = 4%; 振荡 次 


会 使 系统 沿 着 不 同 的 途径 ( 即 轨 线 ) 运 行 ， 
目标 函数 ( 即 性 能 指标 泛 函 ) 规 定 的 。 
含义 。 而 且 ， 对 于 不 同 的 系统 其 要 求 也 各 不 相同 。 


第 6 


2 
时 
制 


但 究竟 哪 一 条 途 
因此 ， 不 同 的 目标 函数 有 不 同 的 “最 
例如 ， 在 机 床 加 工 中 可 以 以 加 工 成 
少 为 最 优 ， 在 截击 问题 中 可 以 选 时 间 





定 的 性 能 指标 泛 函 最 小 。 








作 上 








使 一 个 被 控 系 统 能 够 遵循 某 一 种 


定 的 简单 控制 函数 作 





判 作用 并 无 其 他 要 求 。 
何 利 用 控制 作用 使 系统 运行 在 最 佳 状 


-个 控制 问题 ， 这 也 是 本 章 所 说 的 最 优 控制 的 基本 特点 。 








以 完全 实现 的 。 在 实 


< 


次 最 优 的 设计 间 题 。 





的 。 因 





观测 为 ， 人 人 








能 


4 


他 的 。 
































系统 状态 变化 轨 线 
段 等 。 








下 
与 手 


际 的 运 


寺 ， 然 后 ， 只 要 证 明 存在 的 系统 比较 接近 计算 所 得 的 


对 不 











上 宁可 使 最 优 性 稍 差 








显然 可 见 ， 根据 上 述 要 求实 现 对 - -个 系统 的 最 优 控制 时 ， 首 先 系统 本 身 必 须 





能 控 的 系统 是 无 能 为 力 


了 实 上 也 是 无 法 实现 最 优 控 制 的 。 此 外 还 应 指出 ， 所 求 得 的 最 优 控制 规 各 


上 述 可 见 ， 最 优 控制 主要 包括 对 系统 能 控 性 与 能 观测 性 的 分 析 ， 


最 优 控制 的 系统 结构 并 不 是 在 实际 中 
一 些 ， 也 要 尽 可 能 简化 系统 的 结构 设 
最 优 性 就 可 以 了 。 这 也 就 是 通常 所 讲 
是 能 控 和 
的 。 而 且 不 满足 能 观测 性 条 件 的 系统 
必须 是 能 稳定 运 








在 各 种 不 同 控制 作 


的 描述 ， 以 及 如 何 选取 性 能 指标 和 在 设 定 目标 下 实现 最 优化 的 条 件 








6.1.1 系统 最 优 问题 的 描述 


设 系统 由 下 述 状态 方程 来 描述 : 
xX(1) = A(Dx(1) + B(Du(t) 
py(1)= C(x(n) (6.1) 

我 们 可 以 利用 一 个 控制 信号 将 系统 的 状态 进行 转移 ， 使 其 达到 某 一 预定 的 目标 。 实 际 
上 所 用 控制 信号 的 大 小 总 是 受 设备 容量 的 大 小 和 其 他 条 件 的 限制 ， 因 此 ， 这 类 控制 信号 通 
常 称 为 允许 控制 。 而 与 允许 控制 相对 应 的 状态 转移 轨 线 则 称 为 允许 轨 线 。 
对 于 大 多 数 系统 来 说 ， 预 定 目标 可 以 由 许多 不 同 的 允许 控制 (输入 ) 来 达到 ， 而 对 应 于 
不 同 的 输入 信号 ， 输 出 有 各 不 相同 的 响应 。 因 此 ， 我 们 可 以 从 中 选择 某 一 控制 信号 ， 就 某 
一 项 性 能 指标 来 说 (例如 时 间 最 短 等 ) 是 最 好 的 。 所 以 ， 应 事先 规定 好 某 一 项 性 能 指标 作为 
衡量 的 标准 ， 以 便 用 它 来 衔 量 这 一 控制 过 程 的 代价 。 
目标 函数 是 根据 控制 要 求 而 设 定 ， 或 希望 取 极 大 值 或 希望 取 极 小 值 。 一 般 有 以 下 3 种 



























































1. 综合 型 (Bolza 型 ) 
设 变 量 x、u 、1 满 足 式 (6.1)， 其 初始 条 件 和 终 值 条 件 分 别 为 
X= 和 X(t )=%, 
性 能 指标 泛 函 为 
JGO=g[x(y 1 + 六 Z[x(tD,u(D,zldr (62) 
式 中 ，#、t 分别 代表 系统 运动 的 初始 时 间 和 终点 时 间 ; x 是 描述 系统 状态 的 n 维 向 量 ， 
且 xER", 即 率 在 实数 空间 R" 内 ; 函数 9 表示 只 与 系统 最 终 状态 和 终点 时 间 1, 有 关 ; 工 是 
一 个 连续 可 微 且 与 系统 状态 、 控 制作 用 及 作用 时 间 有 关 的 泛 函 。 
要 求 在 可 供 选 择 的 控制 函数 wz) 中 ,确定 出 一 个 最 优 控制 w (7)， 在 满足 式 (6.1) 和 给 定 
条 件 下 ， 使 泛 函 了 取 最 小 值 。 
2. 积分 型 (Lagrange 型 ) 
若 系统 的 性 能 指标 泛 函 可 只 用 积分 项 来 表示 ， 即 
7CO=| dx, nD), (63) 
则 称 ,7(x) 为 Lagrange 型 或 积分 型 性 能 指标 。 式 中 ，9 表示 与 式 (6.2) 中 工 不 相同 的 另 一 泛 函 。 
当 x(1) 、u(i) 等 满足 式 (6.1) 条 件 和 与 前 类 同 的 初始 及 终 值 条 件 时 ， 在 可 供 选 择 的 控 
制 函 数 waD) 中 ， 确定 出 一 个 最 优 控制 函数 ww (7) 能 使 泛 函 J(x) 取 最 小 值 的 问题 ， 即 为 积分 
问题 。 
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3. 末 值 型 (Mayer 型 ) 
仍 设 变量 x 、& 、t 满 足 式 (6.1)， 且 状态 变量 x(7) 的 初始 和 终 值 条 件 分 别 为 
x(o) 二 加 和 xi )=%, 
当 性 能 指标 泛 函 可 写成 
J(x)= olx(t,),t/] (6.4) 
的 形式 时 ， 则 称 7(x) 为 Mayer 型 或 末 值 型 性 能 指标 。 式 中 ，o 表示 与 式 (6.2) 中 的 9 不 相同 
的 另 一 函数 ， 有 时 也 称 为 末 终 价值 函数 。 
上 述 3 个 不 同类 型 的 性 能 指标 表达 式 中 可 以 看 出 ， 积 分 型 和 末 值 型 缘 是 综合 型 的 特 

















殊 情 况 。 
若 上 述 性 能 指标 泛 函 可 表达 成 二 次 型 函数 ， 则 称 为 二 次 型 性 能 指标 。 

如 果 令 8 表示 目标 集 ， 则 由 上 述 定义 可 知 ， 所 谓 最 优 控制 问题 ， 就 是 对 于 由 式 (6.D) 所 
描述 的 系统 ， 当 其 初始 状态 为 x, ， 初 始 时 间 为 1 时， 利用 允许 控制 w， 可 以 将 系统 的 状态 
在 ,~t 时 间 间 隔 内 从 x, 转移 至 目标 集 5,( 即 x )， 而 且 在 这 一 过 程 中 能 保持 性 能 指标 泛 
函 . 为 最 小 。 

或 者 说 ， 对 于 最 优 控制 问题 ， 就 是 寻找 一 个 允许 控制 & 能 在 保持 给 定性 能 指标 泛 函 为 
最 小 的 条 件 下 ， 在 加 一 女 时 间 间 隔 内 ， 使 系统 从 初始 状态 x (对 应 于 时 间 4 ) 转 移 到 目标 集 
5, 或 S(t ) (对 应 于 时 间 t )， 即 最 终 状态 x 或 x(1/)。 



































6.1.2 ”最 优 控制 的 分 类 和 有 关 的 几 个 基本 概念 
内 为 诸多 控制 问题 是 根据 控制 作用 w 和 目标 集 5, 的 性 质 而 加 以 区 别 分 类 的 ， 所 以 对 此 
需 加 以 说 明 。 
1. 控制 作用 的 描述 
上 面 提 到 的 允许 控制 wz) ， 通 常 都 假定 它 可 以 用 逐 段 连续 函数 来 描述 ， 这 类 函数 只 有 
有 限 个 第 一 类 间断 点 ， 且 在 间断 处 ， 假 定 是 左 连续 的 。 

逐 段 连续 函数 来 描述 控制 作用 施加 于 系统 的 状况 是 可 以 理解 的 。 因 为 施加 在 系统 上 
的 控制 作用 通常 都 是 分 段 进行 的 ， 而 且 在 每 段 时 间 内 控制 作用 w 通常 都 保持 为 一 定 值 。 并 
且 在 后 一 段 控制 尚未 加 入 以 前 ， 前 一 段 的 控制 作用 一 直 延 续 到 这 一 时 间 的 终了 。 但 在 理论 
上 用 逐 段 连续 函数 描述 控制 作用 时 ， 是 假定 控制 作用 的 转换 时 瞬时 完成 的 ， 而 实际 上 由 于 
控制 惯性 的 存在 总 要 一 段 很 短 的 转换 时 间 ， 因 此 ， 这 一 种 对 控制 作用 的 描述 是 理想 化 了 的 
情况 。 
总 体 来 讲 ， 通 常 对 控制 作用 的 数学 描述 可 分 为 两 类 不 同情 况 : 一 类 为 有 约束 时 的 控制 
作用 ; 另 一 类 为 无 约束 时 的 控制 作用 。 
(1) 有 约束 时 的 控制 作用 可 记 为 
u(DeU, te(T,T) (6.5) 
式 中 ，w(D) 为 对 应 于 时 间 区 间 (T ,了 ) 内 某 一 时 刻 :的 允许 控制 ;TU 为 上 述 w(1) 的 集合 。 也 






























































































































































就 是 说 ， 由 式 (6.5) 所 代表 的 控制 作用 xD ， 在 五 ~ 于 时 间 区 间 内 始终 是 限制 在 某 一 范围 之 
为 的 。 这 一 范围 在 数学 上 来 讲 就 叫 闭 集 ， 通 常 多 用 及 "来 表示 。 
(2) 无 约束 时 的 控制 作用 ， 即 
下 二 [0 人 三 [人 (人 (用 (] (6.6) 
日 满足 一 <u <+w 或 一 <u(1) <+w，i==1,2,…,r， 则 称 & 为 无 约束 控制 。 与 此 相 
应 的 为 一 开 域 ， 故 常 可 以 写成 4=R”。 
无 约束 控制 是 变 分 法 中 为 探索 最 优 控 制 所 假设 的 理想 情况 ， 而 实际 上 控制 作用 总 是 受 
某 些 条 件 限制 的 ， 因 此 在 研究 分 析 最 优 控 制 问 题 中 对 允许 控制 应 更 多 注意 。 
2. 目标 集 的 描述 
在 某 些 控制 问题 中 ， 常 常 需要 设 定 一 个 目标 ， 要 求 控制 a(7) 作 用 于 系统 时 ， 一 方面 能 
使 系统 在 运行 时 满足 某 一 性 能 指标 泛 函 为 最 小 的 条 件 ， 另 一 方面 又 能 选择 最 优 轨 线 在 最 终 
时 刻 到达 这 一 目标 。 例 如 ， 平 常 所 说 的 拦截 问题 就 是 这 个 意思 。 
显然 ， 当 被 控 物 件 ( 即 系统 ) 到 达 目 标 时 ， 系 统 的 运动 位 置 和 目标 是 重合 的 。 因 此 ， 目 
标的 规划 总 是 由 一 对 变量 即 x() 和 + 所 确定 。 通 常 称 这 一 对 对 应 的 变量 为 对 偶 极 。 一 般 可 
将 目标 集 表示 为 
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g[x(1),t]=0 (6.7) 
5S=tE(TTD)US, x 人 0，5 为 R"x(T, 态 ) 的 子 集 (6.8) 
式 (6.8) 中 ，S 表示 在 (7 ;ZT ) 时 间 区 间 中 任 一 个 1 时 ,由 对 偶 变量 [x(?),] 所 组 成 的 集 。R" 中 
能 找到 一 个 存在 的 目标 8 ， 可 以 满足 最 优 控制 的 条 件 ， 且 不 受 其 他 限制 ， 这 样 的 控制 称 为 
自由 控制 。 
若 在 状态 空间 中 有 一 个 移动 集 ， 而 我 们 能 在 (也 ,于 ) 时 间 区 间 内 的 任 一 时 刻 使 被 控 系 统 
( 某 一 物体 ) 与 之 相遇 ， 则 这 类 问题 通常 称 为 追击 ( 踪 ) 问 题 。 
另外 ， 若 8 可 表示 为 

















$=S5,x{7} (6.9) 
式 中 ，T 表示 (7,T) 时 间 区 间 内 的 某 一 固定 时 间 ; 5S, 表示 在 规定 时 间 了 达到 的 某 一 给 定 目 
标 ， 称 为 固定 时 间 控 制 。 
若 目标 集 可 描述 为 





























9 三 fx(:D) (6.10) 
式 中 ，x, 是 系统 状态 方程 的 奇 点 。 当 x. 为 状态 空间 R" 的 坐标 点 时 ， 因 原点 是 固定 不 变 的 ， 
所 以 称 为 固定 终点 控制 。 当 x 是 系统 的 任 一 平衡 点 时 ， 式 (6.10) 的 含义 是 : 在 (T,T) 时 间 
区 间 内 ， 系 统 可 以 有 几 个 稳定 的 运行 状态 ， 因 此 ， 这 类 问题 即 通常 所 说 的 调节 问题 。 
上 可 见 ， 根 据 控制 作用 和 达到 目标 的 不 同情 况 ， 可 以 将 最 优 控制 问题 划分 成 多 种 
不 同 的 类 型 。 下 文 主要 限于 在 无 约束 和 有 约束 作用 下 系统 的 自由 控制 和 调节 问题 。 
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6.2 ”在 控制 作用 不 受 约束 时 实现 最 优 控 制 的 必要 条 件 


一 般 来 说 ， 研 究 控制 作用 不 受 约束 时 的 最 优 控制 问题 是 属于 变 分 学 中 的 一 个 范畴 。 变 
分 法 的 主要 问题 之 一 是 如 何 确定 连接 两 个 已 知 点 的 曲线 ， 且 能 使 沿 这 一 曲线 的 某 一 反 函 积 
分 值 为 最 小 (或 最 大 )。 如 果 对 积分 曲线 还 有 其 他 约束 (限制 ) 条 件 (例如 要 求 其 积分 等 于 某 个 
常数 )， 则 可 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 求解 。 这 些 都 属于 变 分 法 的 内 容 。 

联系 上 节 所 讲 最 优 控制 的 概念 , 不 难看 出 : 对 于 在 一 定时 间 间 隔 内 将 系统 状态 从 xd) 
转移 到 x(t,)， 并 保持 性 能 指标 泛 函 J 为 最 小 (或 最 大 ) 的 控制 作用 uw 实际 上 是 没有 外 加 任何 
约束 (或 限制 ) 的 。 也 就 是 说 要 求 w 是 一 个 开 集 ， 即 x(1)e R",u(1)e R"。R" 为 一 n 维 实数 空 
间 ，R” 为 一 m 维 实数 空间 。 

对 于 上 述 所 谓 无 限 控制 功率 的 系统 , 不 能 从 绝对 的 意义 土 来 理解 , 而 只 能 是 相对 而 言 。 
如 果 满 足 使 性 能 为 最 小 (或 最 大 ) 条 件 的 控制 作用 实际 上 是 限制 在 可 以 实现 的 范围 之 内 ， 那 
么 这 个 控制 作用 就 可 以 被 看 成 是 不 受 约束 的 。 但 是 ,在 实际 工程 中 常常 是 由 于 设备 能 量 的 
限制 ， 或 者 工艺 技术 水 平 以 及 实际 客观 条 件 的 限制 ， 控 制作 用 是 受 约束 的 。 因 此 ， 求 在 有 
约束 条 件 下 的 最 优 控 制 问题 往往 具有 更 大 的 现实 意义 ， 这 就 是 通常 所 说 的 极 值 控制 问题 。 
可 见 ， 极 值 控制 包含 在 最 优 控制 之 中 ;但 不 一 定 是 最 优 控 制 ， 或 者 可 以 称 极 值 控 制 为 实际 
上 的 最 优 控制 。 

既然 极 值 控制 是 由 最 优 控制 所 导出 ， 而 最 优 控制 又 是 求 泛 函 的 极 大 或 极 小 值 问题 ， 那 
么 问题 应 从 求 函数 的 极 大 与 极 小 值 开始 谈 起 。 
6.2.1 函数 的 极 大 与 极 小 值 

已 知 在 求 函数 的 相对 极 值 ( 极 大 与 极 小 ) 时 ， 可 令 函 数 对 变量 的 一 次 偏 导 等 于 零 。 若 其 
二 次 偏 导 大 于 零 ， 则 函数 有 极 小 值 ， 反 之， 有 极 大 值 。 判 断 函 数 极 值 的 另 一 种 方法 是 在 极 
点 附近 将 函数 展开 为 泰勒 级 数 ， 取 其 二 次 项 ， 按 二 次 变 分 的 性 质 进行 判断 。 由 于 以 上 两 种 
方法 都 属于 基本 的 内 容 ， 因 此 将 分 别 加 以 说 明 。 

若 函 数 中 的 变量 另 有 约束 条 件 ， 可 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 ， 将 求解 带 有 约束 条 件 的 函数 极 
值 问题 变换 为 一 个 求解 无 约束 条 件 的 函数 极 值 问题 。 因 此 ， 不 失 一 般 性 ， 可 从 这 一 种 情况 
开始 谈 起 。 

1. 经 典 法 求 函数 的 极 值 

设 系 统 的 性 能 指标 泛 函 为 末 值 型 ， 即 令 

T=0(x,u) (6.11) 
式 中 x 系统 的 n 维 状态 变量 ， w= [wT 
u 一 一 m 维 控制 向 量 ， 一 [ 攻 :下 





































































































当 系 统 的 约束 条 件 为 
f(x,m)=0 (6.12) 

时 ， 试 求 使 性 能 指标 J 为 最 小 时 的 控制 作 

如 上 所 指出 ， 利用 拉 格 朗 日 科 子 法 可 将 上述 式 (6.11) 和 式 (6 12) 连 在 一 起 ， 形 成 一 个 新 
的 函数 工 ， 然 后 求 工 的 极 值 即 可 。 

为 了 方便 起 见 ， 设 n=m=2 
显然 , 在 式 (6.12) 的 限制 条 件 下 ，J = 9(x,w) 取 最 小 值 的 必要 条 件 是 d9 = 二 0 和 df =0。 取 0 
和 上 对 xu 的 全 微分 得 






































d6 = 2 dx 十 2 de 十 2 du 十 0 du, 
On Ox, Ou Ou 
df 六 i+ 站 二 : du 和 dus (6.13) 
dh he 
站 Ox, Ou, 
以 四 乘 上 列 第 二 式 ， 刀 乘 上 列 第 三 式 ， 然后 分 别 相 加 信 基 等于零 得 
00 aa 世纪 la- 
pe De + 多 lt + 站 th + 多 2 Bu du, =0 (6.14) 


显然 ， 饮 使 上 式 等 于 鹤 ， ed NY i 
因此 ， 若 将 式 (6.14) 所 得 条 件 表达 成 高 于 二 维 的 普遍 形式 ， 可 得 下 列 向 量 方程 : 
6 ir 0 
Ox Ox 
80 JO 
Ou 这 Be 


(6.15) 


式 中 ”x 一 一 hn 维 向 量 ; 
& 一 一 产 维 向 量 ; 
24 二 [4, 为 …, 罗 ] 系 拉 格 朗 日 乘 子 。 
式 (6.12) 和 式 (6.15) 一 共 可 写 出 (2n+m) 个 方程 , 便 能 将 同样 数目 的 x、u 和 2 的 分 量 























解 出 。 

为 了 方便 ， 可 以 引入 一 个 新 的 符号 ， 并 定义 工 为 

L(x,u,s)=0(x,0) +X" f(x,u) (6.16) 

显然 , 满足 式 (6.12) 和 式 (6.15) 的 极 值 条 件 也 必 能 满足 式 (6.16)。 因 此 ， 上 述 有 极 值 的 必要 条 
件 可 以 写成 














or aL 
Be go (6.17) 
或 者 可 写 为 
or 汪 e + (x,u)2=0 


Br Ox 
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OL 680 9 i a 
Bt (xx02=0 (6.18) 

ary [ar aL oaL 

式 中 四 Ou Ou ou, 
系 工 对 于 w 的 梯度 ， 可 写成 V,L。 此 外 ， 上 式 中 函数 f(x,u) 对 变量 x 的 偏 导 可 写成 

C/A 

3 om om ou 
B/D = l : (6.19) 

2 

Ox, Ox, Ox, 


日 以 上 所 述 可 见 ， 当 了 = 0(x,w) 的 极 小 值 时 ， 只 需 令 全 =0 和 他 =0， 并 令 其 二 次 


Ou 
偏 导 大 于 零 即 可 求 得 。 
由 于 以 上 求 极 值 问题 多 数 是 泛 函 的 极 值 问 题 ， 因 此 常用 变 分 法 求解 。 
2. 变 分 法 求 函数 的 极 值 


























仍 如 前 所 述 ， 设 函数 的 求 极 值 问题 已 转换 成 了 条 件 式 (6.17)， 即 交 一 0 和 作 =0， 
由 变 分 法 知 工 的 一 次 变 分 为 





or or 
6L= 闫 nl 6u (6.20) 
而 由 变 分 法 可 知 ， 上 式 所 代表 的 就 是 
AL= Llx+6xut+6u]— Llx,u] (6.21) 


上 式 中 6 6x 、6u 分别 代表 L、x、 u 的 变 分 。 
将 工 在 由 前 面条 件 所 确定 出 来 的 最 小 值 所 对 应 的 x、w 附近 ， 展 开 为 泰勒 级 数 ， 可 得 


L(x+éx,ut+éu)= L(x, "+E sx+t [2] bu 























Ox Ox tle [2 


| 0 2] 及 0 eon 
Ou Ox Ou Ou 

十 高 于 二 次 的 其 他 项 (6.22) 
上 式 可 见 ， 工 的 一 次 变 分 等 于 上 列 泰勒 级 数 展开 式 中 的 线性 部 分 。 由 式 (6.20) 知 有 
极 值 的 条 件 为 红 = 0， 若 令 级 数 中 的 二 次 项 为 工 的 二 次 变 分 他 工 ， 则 工 有 极 值 的 充分 条 件 
即 为 627 >>0。 





yar |) 忆 A Ea 4 
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FL=16x" 起 jx ES 
2 Ox Ox Ou oO: 
1， |f 8 到 0 到 ] 
+=68 | 一 一 | xz 十 | 一 一 |6 
可 [ Ou Ou " 
D9 00 
1 OxOx Oudxllé6x 
二 二 [6xT 6uT 
zx “a ear 9 Oren (6.23) 
Ou Ox Ou Ou 
在 式 (6.23) 中 ， 若 令 
6z" =[6x™ 6uv 
0 0 
OxOx OuoOx 
-ear aer (6.24) 
Ou ox) OuOu 
则 式 (6.23) 可 以 写成 
5L =J6erPiz 二 3 (6.25) 





式 (6.25) 可 以 看 出 , 工 的 三 次 变 分 563L 是 一 个 三 次 型 函数 。 根据 二 次 型 函数 的 特性 可 
知 ， 对 于 所 有 不 等 于 零 的 6 了 当 6z7P6z > 0 时 ,二 次 型 为 正定 的 ， 而 当 6z"P6z >0 时 ， 二 
次 型 为 半 正 定 的 。 因 此， 函数 工 有 极 值 的 充分 条 件 5*L>0， 即 可 相应 地 由 6z "P65z > 0 来 表 














示 。 
于 是 ，J 二 0(x,w) 在 给 定 区 间 内 有 极 值 的 必要 条 件 可 概括 为 
(1) ET ol 
Ox Ou 

0 00 
OxOx Oudx 

(2 P=|， r 
090 00 
Ou Ox Ou Ou 











当 沿 f(xew) =0 有 一 极 小 值 时 ， 为 半 正定 ， 当 沿 f(x,u) =0 有 一 极 大 值 时 ， 为 半 负 定 。 
6.2.2 没有 约束 条 件 下 的 动态 最 优化 问题 
设 系统 的 性 能 指标 是 积分 型 性 能 指标 或 拉 格 朗 日 型 性 能 指标 ， 即 
709)=]. wild (620) 








并 假定 上 述 函数 连续 可 微 。 
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试 在 如 ~ 坊 区 间 选 择 一 个 连续 可 微 函 数 xs R" ， 能 使 上 述 性 能 指标 为 最 小 。 并 假定 几 

对 于 x、 福 和 上 皆 连 续 ， 且 对 x、 福 的 偏 导 也 连续 。 

可 以 看 出 ， 在 上 述 问题 中 除了 有 时 间 区 间 和 >x 属于 实数 空间 的 一 般 要 求 外 ， 没 有 其 他 

限制 。 因 此 ， 这 类 问题 中 所 涉及 的 轨 线 都 属于 允许 轨 线 。 

设 允 许 轨 线 x 为 最 优 轨 线 浆 的 近 傍 曲 线 ， 且 te[km, 六 ]， 则 有 

X(t)= X(t) +en(t) n(t)=n(t)=0 (6.27) 

式 中 w(t) 为 x(t) 的 微量 变化 ，s 为 一 小 数值 。 当 选择 不 同 w(t) 值 时 ，J(x) ~ < 曲线 如 图 6.1 
所 示 。 


















































nD) nD) ml 





图 6.1 不 同 mt) 时 的 J(x)~ < 曲线 
由 式 (6.27) 和 图 6.1 可 见 : 当 E=0 时 ， 人 允许 轨 线 与 最 优 轨 线 重 合 。 即 
xD 一 x(D)|。。 
换言之 ， 当 =0 时 ，x(i) 的 值 即 最 优 值 六 。 而 且 各 曲线 均 以 了 (x)|,_, 为 最 低 点 。 
即 





OJ(x) SS 
-By | -=0 (6.28) 
其 值 与 wr) 的 选择 无 关 。 

由 前 面 所 讲 极 值 条 件 ， EA >0 时 ， 则 .J(x) 有 极 小 值 ， 此 值 与 (1) 的 选择 无 关 。 
而 且 所 选 x 值 满足 式 (6.27) 的 要 求 。 
下 面 讲 最 小 扰动 法 求 极 值 条 件 的 方法 。 将 式 (6.27) 对 时 间 取 微分 得 




















x(D) = (D+ ei) (6.29) 
将 式 (6.27) 和 式 (6.29) 代 入 式 (6.26) 后 得 
(x)=] [RD+sa(0 ED) + ed) (630) 
于 是 得 | 
J = | [0 i | (631) 
式 (6.31) 中 


已 知 的 之 十 sn(D), 关 十 sm(D), 











则 9 _ 6 Ox 09 898 EC 
De OOe BM Oe 
DO ED) 

“J 





nD) + OD) 
Ox 








Ox) “| op(%, tn) Op(T,E 0) , 
于 是 Be eo | Oh wo 


p09p ,600 
-| 0 Oe 


本 op, 69 d 60 
=- 0 和 et 和 -| 


6 db] ,09 
上 "0| 总 - |w 芝 | 


式 (6.32) 可 见 ， 欲 使 等 号 右边 等 于 零 ， 由 于 NS 7(7) 的 选择 无 关 ， 因 此 
必须 满足 





=0 (6.32) 





























09_ dA 
Ot dt ot (633) 
及 当 1=t 和 t=tj 时 
9 nD=0 (6.34) 
Ox 


式 (6.33) 即 通常 所 说 的 尤 拉 = 拉 格 朗 日 方程 。 式 (6.34) 与 初始 和 最 终 时 间 的 穿越 条 件 有 
关 ， 因 此 称 之 为 横 截 条 件 。 式 (6.33) 和 式 (6.34) 一 起 规定 了 微分 方程 的 两 点 边界 值 ， 给 出 
了 已 知 几 时 的 最 优 轨 线 应 符合 的 条 件 。 

式 (6.33) 和 式 (6.34) 说 明 ， 当 选择 的 轨 线 已 合乎 尤 拉 条 件 ， 且 在 初始 时 刻 必 和 最 终 时 
刻 妃 时， 积分 性 能 指标 的 取 值 已 不 再 受 估计 值 变化 律诗 的 影响 ( 即 近 傍 轨 线 等 于 零 )， 则 这 
时 的 轨 线 就 是 最 优 轨 线 。 可 见 ， 横 截 条 件 是 在 寻求 最 优 轨 线 中 对 尤 拉 条 件 的 一 个 补充 。 

有 时 ， 式 (6.33) 可 写成 如 下 形式 : 


-| Sar+c (6.35) 





其 含义 与 上 述说 明 相同 。 
上 述 式 (6.33) 和 (6.34) 为 固定 终点 时 间 控 制 最 优化 的 必要 条 件 ， 并 非 充分 条 件 。 因 此 ， 
满足 上 述 条 件 的 轨 线 不 一 定 就 是 最 优 轨 线 ,还 要 看 其 二 次 偏 导 的 性 质 如 何 才 能 说 明 极 值 是 
和 否 确实 存在 。 

假定 函数 几 对 于 变量 x 和 六 的 偏 导 存在 且 连 续 。 由 式 (6.31) 可 知 


OJ(x) rr OE, Et) .O09(L, t,t) 
5 区 Ei ; 





















































在 =0 处 取 其 二 次 偏 导 


TX) rl ,BED) O09(%, tl) 人 
De lo [| [ OR 20090O tO) 上 (630) 























利用 分 部 积分 公式 和 式 (6.34) 的 横 截 条 件 可 得 
了 OND 2 Dg, -| ee 2(1)dt (6.37) 
将 此 条 件 代 入 式 (6.36) 后 ， 可 得 


OJ(x) OP) d OPE | ,09D) 
j= | a | | 
显然 ， 在 =0 点 存在 极 小 值 条 件 为 6:7(x)/6s? 二 0。 由 于 这 仅仅 是 在 < = 0 点 处 求 得 
的 极 值 ， 而 且 是 限定 在 某 一 区 间 ， 因 此 是 相对 极 值 而 不 是 绝对 极 值 。 
由 式 (6.38) 可 知 ， 欲 使 ?7(x)/6s? 三 0， 必 须 
Op Lt) d OCD) 
Or dt Brot 














(6.38) 




















=0 (6.39) 
Od >0 的 (6.40) 


一 般 说 来 ， 人 但 因 中 和 站 罚 认 吾 相 无 关 因此 在 不 能 满足 
上 述 条 件 时 ， 式 (6.36) 也 有 可 能 大 于 零 。 式 (6.40) 有 时 也 称 为 勒 让 德 (legendre) 条 件 。 


[ 例 6.1] 如 图 6;2 所 示 , 某 开 环 控制 系统 的 状态 方程 为 X=u， 设 控制 状态 在 x =x 和 xi， 
之 间 变 化 ， 求 使 下 述 性 能 指标 
= | (x +u)dt 




















ls 为 最 小 的 最 优 轨 线 和 与 其 相对 应 的 最 优 控 制 规律 。 
[ 解 ] 利用 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 求 其 最 小 ( 佳 ) 值 。 
6.2 例 6.1 的 等 值 方块 图 已 知 $=(x +u)dt 


所 以 人 导 =&=2x 于 = 多 =%=24 
Ox Ox 
将 上 述 条 件 代 入 式 (6.33) 后 得 
x—u=0 
上 述 方程 与 已 知 条 件 方程 过 = & 联 立 求解 。 
分 别 取 两 式 的 拉 式 变换 ， 得 
sX(s)—X(0)=U(s) 
X(s)—[sU(s)—U(0)]=0 











联 立 求解 得 X= 
取 其 逆 变 换 ， 即 得 最 优 轨 线 (1) 为 
X(t) = x(0)cht + u(0)sht 
上 式 中 w(0) 的 值 是 未 知 的 ， 将 所 给 边界 条 件 代 入 上 式 后 可 得 
xX(ti)= x(0)cht, 十 u(0)sht, 
X(t,)— x(0)cht, 
轩 sht, 
将 上 述 w0) 值 代 入 最 优 轨 线 (1) 表达 式 ， 即 得 
x(t,) — x(0)cht, | 
sht 


即 得 u(0) 


X(t) = x(0)cht + 





Kk 


与 其 对 应 的 最 优 控制 可 求 得 为 


(1) = E(t) = x(0)sht + 





x(tr ) 一 x(O)chy， iy 
shr, 





( 注 : 例 6.1 的 MATLAB 程序 详 见 例 6.6) 


6.3 ”有 约束 条 件 时 的 最 优 控 制 问题 


当 x、w 为 向 量 且 受 约束 时 的 最 优化 问题 ， 同 样 可 以 用 拉 格 朗 日 乘 子 法 将 其 转换 为 无 
约束 的 极 值 求解 。 
在 约束 条 件 上 通常 多 划分 成 两 个 不 同类 型 一 类 称 相 等 约束 或 等 式 约束 ， 如 
(x,u) =0， 这 一 类 的 约束 符合 一 个 等 式 条 件 ， 即 函数 中 的 各 个 元 素 受到 同等 约束 ， 男 一 
类 约束 条 件 称 为 不 等 约束 ， 如 Tu 入 工 乏 T..， 这 一 类 约束 不 受 等 式 约束 ， 而 只 有 一 个 约 
束 范围 。 以 后 可 以 看 到 ， 利 用 拉 格 朗 日 乘 子 也 可 以 将 不 等 约束 的 问题 转换 为 相等 约束 问题 
求解 。 
下 面 讨论 有 相等 约束 的 动态 最 优化 问题 。 
于 我 们 所 研究 的 是 动态 最 优化 问题 ， 同 时 又 不 致使 问题 过 于 复杂 化 ， 因 此 ， 在 设 定 
系统 性 能 指标 时 ， 可 只 考虑 包含 积分 的 一 项 ， 即 设 系统 的 性 能 指标 为 积分 型 





















































7=| bb Dd (6.41) 
向 量 x、 文 在 区 间 te[t,tj] 内 ， 同 时 受 m 维 相等 约束 条 件 
f(x,x,D)=0 (6.42) 





的 限制 ， 试 求 使 了 为 最 小 的 条 件 。 
前 面 已 经 谈 到 ， 若 性 能 指标 泛 函 对 所 有 实数 来 说 在 时 间 [i,ty] 范 围 内 连续 可 微 ， 则 凡 
能 满足 上 述 约束 条 件 的 状态 轨 线 即 称 为 允许 轨 线 。 
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可 以 证 明 这 一 类 求解 有 约束 的 极 值 问题 ， 相 当 于 使 性 能 指标 泛 函 
T=| [OD HT f(D) (6.43) 


在 无 约束 条 件 下 的 最 小 化 问题 。 式 中 4 为 一 个 m 维 的 时 间 向 量 ， 相 当 于 前 面谈 及 的 拉 格 朗 
日 乘 子 。 
在 引入 “ 乘 子 ”4 以后， 通常 可 将 J 写成 如 下 形式 : 


=| Li Dd (6.44) 


仿照 与 式 (6.32) 证 明 相同 的 做 法 : 在 泛 函 工 中 取 各 变 元 (x,，x,，…) 的 极 值 近 傍 允许 
轨 线 ， 然 后 在 极 值 附近 按 泰 勒 公式 展开 为 级 数 ， 并 上 略 去 二 次 和 高 于 二 次 的 项 不 计 。 求 解 


Oi ， 即 可 得 出 与 式 (6.32) 中 各 项 相 类 似 的 极 值 条 件 。 以 下 以 二 维 变 元 为 例 加 以 阐 








0 
述 。 
x 是 一 个 二 维 向 量 ， 在 终端 已 经 固定 的 约束 条 件 
f(x,X,DN)=0 (6.45) 


的 限制 下 ， 试 求 
J= | "$x, tdi = | y POs Ks Ts,t)dt (6.46) 


有 极 小 值 的 条 件 。 

由 前 面 所 讲 可 知 : 欲求 J 的 最 小 值 ; 只 须 令 J 的 一 次 变 分 6J 等 于 零 即 可 求 得 。 

取 最 优 轨 线 的 近 傍 曲 线 簇 如 图 6.3. 所 示 。 为 简化 ， 可 取 *(D) 为 单 变 量 进行 分 析 ， 即 
x(t) = £(1) + en(t) 


x() = (0) + eid) 人 





将 式 (6.47) 代 六 式 (6.46) 后 ， 得 
7=| " GLE Fen(D), E+ei(0), tdt 





Jx) 
W(X) 
Ji “0 
0 Fi 


6.3 ”最 优 轨 线 的 近 傍 曲线 入 示意 图 
将 (x,,t) 在 e==0 附 近 利 用 泰勒 公式 展开 为 级 数 得 
9 


二 证 二 ei 二 (记名 人 十 en(n) 十 2 si) 二 高 于 一 次 的 项 
x Ox 

















AJ= | “[@(E + en(D),E+en(D),D) — $(t, Ed 


el (| 各 so+ 色 +. | 


略 去 Av 的 高 次 项 不 计 ， 只 取 其 线性 部 分 ， 并 用 符号 6J 表示 ， 即 称 为 J 的 一 次 变 分 。 
并 令 6x=en(t) 和 6xX= en(t) 


则 得 57=]" (你 se+ 中 下] 
由 于 当 x(1) = %(1) 时 J 值 为 最 佳 值 ， 这 时 必 有 == 0 。 因 此 ， 计 算 在 ==0 时 v 的 一 次 


变 分 值 时 必 有 567 = 0 ， 此 即 所 求 最 优 轨 线 的 必要 条 件 。 
利用 分 部 积分 法 ， 可 得 









































本 Op dogp 6 
57=]" [ 问 - $e a gad =0 (6.48) 
将 x=[x，x,] 代 入 上 式 后 ， 即 得 
7=|" Es a 绢 ]+6s[ 妆 Ca "ae :( 亿 | -0 (649) 
和 ex diox er dt-@x, Ox NBx 7 








可 见 ， 欲 使 上 式 等 于 零 ， 必须 使 积分 项 和 横 截 条 件 项 皆 等 于 零 ， 以 下 可 只 考虑 积分 项 。 

由 所 给 约束 条 件 f(x, 训 ;) 三 0 知 , x, 和 xx, 在 此 已 成 为 两 个 相关 向 量 。 也 就 是 说 x, 和 x， 
的 变化 已 经 不 是 独立 无 关 , 而 是 受 所 给 约束 条 件 的 限制 ,例如 当 x 和 ww 受 条 件 f(x,u,t)=0 
约束 时 ，x 和 ww 就 可 以 看 成 是 两 个 相关 向 量 x, 和 x;。 

取 式 (6.45) 的 变 分 并 令 其 等 于 零 得 


6f = Be + ee 6x,=0 (6.50) 


将 乘 子 4(D 乘 以 式 (6.50) 后 ， 积 分 得 

“os ox, | 

| zx 这 5x, pe il- (6.51) 
将 式 (6.49) 中 的 积分 项 与 式 (6.51) 相 加 后 得 


09 _ St+ of 
-J 总 -总 rao | 


0g dag ,of 
Sie | 1 d=0 
二 | 和 刀 (6.52) 


由 式 (6.52) 可 以 看 出 ， 欲 使 5J = 0 ， 必 须 积分 号 内 的 各 项 分 别 都 等 于 零 。 由 无 约束 条 
件 下 的 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 (6.33) 知 : 他 -0， 因此 20 好 也 必 等 于 零 。 由 本 章 
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aL 
Ox, 





前 面 所 讲 的 式 (6.15) 和 式 (6.17) 可 知 ， 这 一 条 件 实 系 一 二 0， 若 x 、 等 代表 的 列 向 量 ， 


则 根据 以 上 所 得 有 约束 时 的 极 值 条 件 可 概括 为 
(D f(x,x,)) = 吕 引 - 二 0 状态 方程 


(2) Zs 0 若 x = 即 2 = 0 控制 方程 
Ox Ou, 


i 














op da pol dol is i (6.53) 
(3) Be O08 Be 0 尤 拉 - 拉 格 朗 日 方程 
| 
(4) 6x, 医 | 二 0 或 WR | = 0 横 截 条 件 


综 上 可 见 ， 当 状态 变量 间 受 到 某 些 约束 条 件 限 制 时 ， 在 求 这 一 类 问题 的 极 小 值 时 可 以 
乘 子 4(D) 将 约束 条 件 和 性 能 指标 结合 在 一 起 ， 组 成 一 个 新 的 尤 拉 一 拉 格 朗 日 方程 ， 然 后 
按 前 面 所 讲 在 无 约束 条 件 下 求 最 小 值 的 方法 处 理 即 可 。 

要 使 新 的 尤 拉 一 拉 格 朗 日 方程 等 于 零 ， 只 要 设法 调整 4(t) 值 即 可 做 到 。 当 约束 条 件 变 
化 而 造成 性 能 指标 泛 函 的 最 小 值 变化 时 ,X(t) 值 可 作为 其 变化 大 小 的 衡量 尺度 ， 但 是 它们 
之 间 所 取 符 号 相反 。 



































[ 例 6.2] 已 知 一 个 含有 两 个 积分 环节 的 电路 或 描述 提升 设备 运动 状态 的 系统 方程 可 表达 
为 








6= u(t) 
今 欲 使 性 能 指标 
和 了 
/=7 ,Ga 
为 最 小 ， 且 符合 边界 条 件 
ss 0 = 0 ds G0 
试 求 其 最 优 控 制 条 件 。 











[ 解 ] 上 述 例题 中 的 性 能 指标 系 表示 能 量 消耗 ， 所 给 边界 条 件 表明 系统 在 1 二 2 时 已 达 
静止 (平衡 ) 状 态 。 





























兹 令 XD)=00); wD)=%D); TD)=x(1)=u() 
则 系统 状态 方程 可 写成 
站 -| js] oh 
| lo ol 
或 = Ax(1)+bu(), BE f(x,x,t)= Ax(t) +bu(l)—x=0 


0 1 
0 0 





其 中 x =[x，x%]， 4-| ，b"=[0 1] 

















和 








旧式 (6.33)( 可 将 u(t) 视 为 另 一 变量 x, )， 则 得 
7=| 上 wD + A DLA + bu() | 





=- WO+4OLED -D+ -i ol 
根据 尤 拉 -- 拉 格 朗 日 方程 ， 可 求 得 
和 计 =0;， 入 = 一， ul) = 一 和 (1) 
由 以 上 关系 再 加 边界 条 件 ， 即 得 





ET 
2 


( 注 : 例 6.2 的 MATLAB 程序 详 见 例 6.7) 


6.4 庞 特 里 亚 金 最 小 (大 ) 值 原理 


我 们 介绍 了 用 古典 变 分 法 求解 无 约束 的 最 优 控制 问题 。 这 里 对 w(D) 未 加 任何 约束 条 
件 ， 即 n(n) 是 向 量 空间 中 任意 变化 的 ， 或 者 u(t) 属于 开 集 。 然 而 现实 中 往往 并 非 如 此 ， 多 
数 情况 下 u(t) 是 存在 约束 的 。 通 常 这 种 约束 是 不 等 式 约束 ， 为 简单 起 见 ， 可 以 认为 是 不 大 
于 M。 这 样 控制 域 就 是 一 个 闭 集 合 。 事 实 上 ， 最 优 控 制 问 题 是 找 w= w(t)， 使 衡量 控制 系 
统 好 坏 的 目标 函数 取得 最 大 值 或 最 小 值 ， 而 系统 有 可 能 在 边界 点 上 取得 最 大 (最 小 ) 值 。 为 

















方便 说 明 ， 我 们 不 妨 借用 一 般 函 数 极 值 问题 的 例子 加 以 说 明 ， 如 图 6.4 所 示 。 
ji yt 
/(¥) Dp 六 
人 1 /() | 
| 1 
| 1 
尼 | | 
A | 4A 1 
| | | | 
| 1 1 1 
0 而 ET EF OO 为 Xi x 
(a) (b) 


图 6.4 ”系统 相 图 和 切换 曲线 
到 6.4(a) 中 ， 通 过 了 "(x) = 二 0 可 以 找到 极 值 点 ZB、C、D， 其 中 最 大 值 点 是 D， 最 小 值 点 

















小 。 现代 控制 理论 基础 (第 2 版) 











是 4， 然 而 4 点 并 不 存在 导数 。 图 6.4(b) 中 ， 不 存在 极 值 点 而 最 小 值 和 最 大 值 的 点 是 存在 
的 ， 即 4、B 分 别 为 两 边界 点 ， 同 样 4、B 点 也 不 存在 导数 。 总 起 来 说 ， 对 于 一 个 区 间 ， 
最 大 最 小 值 总 是 存在 的 ， 用 了 "(x) =0 只 能 找到 闭 区 间 内 部 的 最 大 (小 ) 值 点 ， 而 对 边界 点 最 















































大 (小 ) 值 却 无 能 为 力 。 
因此 ,用 变 分 法 不 能 解决 闭 区 域 或 是 控制 n(1) 有 条 件 约束 的 最 优 控制 的 问题 ， 故 而 要 























所 谓 最 小 (大 ) 值 原理 ， 是 指 当 控制 作用 u(t) 的 大 小 限制 在 一 定 范围 时 ， 由 最 优 控 制 规 
律 所 确定 的 最 优 轨 线 在 整个 作用 范围 内 必 取 一 最 小 (或 最 大 ) 值 。 

最 大 值 原理 也 称 最 小 值 原理 ， 两 者 的 含义 是 相同 的 。 因 为 对 函数 工 来 说 ， 它 的 最 大 值 
和 函数 工 的 最 小 值 是 相等 的 。 由 于 最 大 值 原理 最 早 是 由 庞 特 里 亚 金 等 人 提出 的 ， 因 此 常 称 
为 庞 特 里 亚 金 最 大 原理 。 对 最 大 原理 的 证 明 虽 说 方法 很 多 ,但 都 相当 复杂 ， 因 此 在 这 里 不 
多 加 叙述 ， 但 对 于 所 牵涉 的 一 些 基 本 问题 将 做 简要 说 明 。 


6.4.1 ”哈密 尔 顿 方程 与 极 值 控制 条 件 


在 动态 最 优化 问题 中 ， 最 经 常 遇 到 的 一 个 系统 是 
xX(D) = f[xX(D),u(D),d] 或 f[X(D),u(n),d] -x() =0 (6.54) 
式 中 m 维 向 量 w 是 待 选 的 控制 函数 ; 
nn 维 向 量 x 是 选 定 的 轨 线 ; 
了 对 x 和 ww 有 连续 的 偏 导数 。 
以 上 假定 对 于 分 段 连续 函数 & 来 说 , 有 一 个 唯一 的 允许 轨 线 可 以 适合 方程 (6.54), 因此 
可 以 定义 一 个 允许 控制 集 为 逐 段 连续 函数 。 同 时 假定 ; 对 于 控制 w 和 已 知 初始 条 件 x(1,)， 
式 (6.54) 在 整个 控制 时 间 内 有 一 个 唯一 允许 解 。 
为 使 讨论 的 问题 带 有 一 般 性 ， 以 下 设 性 能 指标 泛 函 为 综合 型 。 同 时 ， 为 了 不 使 问题 过 
于 复杂 ， 可 假定 以 下 讨论 的 问题 是 在 有 固定 起 始点 和 固定 结束 时 间 时 ， 有 约束 条 件 情况 下 
的 连续 最 优 控制 问题 。 
设 性 能 指标 泛 函 为 


































































































4 PLx(D), uD), tldt (6.55) 


试 确定 一 个 允许 控制 ， 可 使 上 述 性 能 指标 为 最 小 。 

上 式 中 0 与 $ 对 x 和 w 上 皆 有 连续 的 偏 导 数 。 

如 上 节 所 述 ， 利 用 拉 格 朗 日 乘 子 可 以 将 有 约束 问题 转换 为 无 约束 问题 ， 即 将 式 (6.55) 
转换 为 下 列 形式 : 





7 =0[x(?), 相 + ax， u(D),t] +2" (DLfLx(D, uD), 4 — x]}dt (6.56) 
定义 哈密 尔 顿 函数 为 
HL[x(D),u(D),2(0),1] = PLx(D, u(t),t] +2° (DF[x(D,u(),d] (6.57) 


代入 式 (6.56) 后 ， 得 
J= oo +| CaExOnO20 一 OOad (6.58) 











将 上 式 最 后 一 项 分 部 积分 后 得 
7={0[x(),d]— 和 TOxO| 


+| {HLx(O,u(), AD), d+ Zr x(O)} dr 
取 J 对 于 最 优 控 制 和 最 优 轨 线 附近 的 一 次 变 分 ， 可 得 
=f [名 =z + {ee Es EA (6.59) 


已 知 最 优 控制 时 的 条 件 为 57 = 0 。 于 是 ， 由 上 可 得 出 使 /有 最 小 值 的 条 件 为 





0 
(1) 当 t=， 要 时 ， bx 名 -4 0 (6.60) 
; OH 
(0D Bn (6.61) 
0 
G3) 耻 (6.62) 
(4) = /0m) = (6.63) 


上 述 4 个 等 式 即 为 最 优 控制 的 4 个 条 件 。 按 顺序 分 别称 之 为 系统 的 (1) 横 截 条 件 ，(2) 伴 
随 方程 ，(3) 控 制 方程 ，(4) 状 态 方程 。 

由 式 (6.61) 和 式 (6.63) 两 个 方程 组 成 的 方程 组 称 为 哈密 尔 顿 方程 组 ， 将 所 有 4 个 方程 组 
合 在 一 起 统称 为 庞 特 里 亚 金 方程 。 
上 述 哈密 尔 顿 函数 中 所 取 用 的 拉 格 朗 日 乘 子 CD 是 一 个 辅助 变量 ， 有 时 称 为 协 态 变 量 
或 伴随 变量 。 凡 满足 上 述 方程 组 式 (6.60) 一 式 (6:63) 的 解 ， 就 是 所 求 的 最 优 控制 和 与 其 相对 
应 得 最 优 轨 线 。 

以 上 所 取 哈 密 尔 顿 函数 ， 当 其 不 显 含 z 时 ， 若 取 其 全 微分 ， Wi 










































































T | T AT 
oH Op jr pr 0 + 时 至 +| 吕 | 所 +420 ni +400 万 | dx 
ot or ot Ox) dt Ou 到 十 Ox + Ou drt 
OP i i "+ of of 
-Bt Et +| 糙 上 给 + 站 (4) 
但 由 式 (6.57) 和 式 (6.61) 知 
; OH 
2 全 -各 -| 二 (6.65) 
及 
9 _09 [of 
Ou Ou | Ou : 人 
又 由 于 
X= f(x,u,1) 
因此 





XA=if 








将 以 上 关系 代入 式 (6.64) 后 可 得 


dH _09 Of ;rp ir ;ar OH 

EE a a 

dt Br ort Tt A Ou 
= (6.67) 


ot ot Ou 
显然 ， 由 上 式 可 以 看 出 ， 当 和 与 1 无 关 ， 旦 2 二 0 时 ， 万 沿 最 优 轨 线 必 为 一 定 
值 。 这 是 哈密 尔 顿 函数 的 一 个 重要 特性 。 
由 以 上 最 优 条 件 得 出 的 结果 ,还 必须 检验 它 是 否 能 使 7 沿 整个 轨 线 的 二 次 变 分 保持 为 
正 值 。 所 以 ， 必 须 计 算 由 式 (6.59) 得 出 的 二 次 变 分 值 ， 并 看 其 是 否 能 满足 式 (6.54) 的 要 求 。 
由 于 
































X= f[X(1),u(n),t] (6.68) 


6xX— (Ej 一 [Ele =0 (6.69) 


将 J(x 十 6x,u 十 6u) 一 J(x,u) 展开 成 泰勒 级 数 ， 按 前 面 所 讲 取 其 二 次 项 ， 再 将 式 (6.69) 
代入 后 得 
oH 00 
2 Ou Ox [a 
有 dt 
区 | OH lou 
Ou Ox Bo 
欲 使 上 式 取 正 值 ， 显 然 要 求 在 积分 号 内 的 矩阵 以 及 20/Bx? 必须 是 非 负 定 的 。 
6.4.2 最 小 (大 ) 值 原理 
前 面 已 叙述 过 最 小 原理 含义 ， 对 于 其 证 明 部 分 因 过 于 复杂 而 从 略 ， 但 对 于 最 小 (大 ) 值 
原理 的 意义 仍 需 做 简要 说 明 。 
按 定义 最 小 (大 ) 值 的 原理 可 表示 如 下 。 
H[x (Du (0D),2 (0),1] < HEx (Du(0),2 (0),tu() EU (6.71) 


B= 
2 


bx 0 


Be | 二 了 [6x' 6u'] 


(6.70) 














或 者 可 写成 
H[x’ (1),u (1),2 (0),1] = min Hlx (1),u(t),2 (0),tJu(D) eV (6.72) 
式 中 右上 角 加 注 “*” 号 者 表示 符合 最 优 条 件 的 x(t) 、u(t)、2()， 不 加 “*” 号 的 u(t) 
表示 不 同 于 最 优 控制 的 任 一 控制 。 上 式 的 含义 : 当 x(D) 、2G0) 为 x(D、7 (0 时 ， 若 xD 也 
为 w(t)， 则 由 它们 构成 的 哈密 尔 顿 函数 五 在 整个 控制 时 间 ze [4,ty] 内 必 取 最 小 值 。 
上 述 最 小 值 原理 可 以 粗略 地 做 如 下 解释 。 
设 上 述 哈密 尔 顿 函数 万 中 的 变 元 x(t) 、u(?) 均 已 选 定 , 则 在 te[i,tj] 区 间 只 有 一 个 变 
元 u(t)eU 。 由 前 述 极 值 条 件 知 ， 当 满足 9H/6u = 0 条 件 时 ， 甩 有 一 个 局 部 的 极 小 值 ， 如 
图 6.5(a) 所 示 。 但 如 果 曲 线 五 如 图 6.5(b) 所 示 , 则 满足 8H/Bu 二 0 条 件 时 ，H 并 不 取 最 小 值 。 


















































可 见 ， 最 小 值 原理 所 包括 的 控制 范围 比 起 前 面 所 讲 的 极 值 条 件 要 大 得 多 。 因 此 ， 在 求 
五 的 最 小 值 时 ， 除 满足 

(1) H[x (D),u (0),2 (0),1] < HEx (D),u(D),2 (0),tu(D) eV 
外 ， 还 需 满足 另 设 的 充分 条 件 。 

(2) H,, >0( 正 定 的 )。 
上 式 表 示 有 H 对 的 二 次 偏 导 必须 大 于 零 ， 称 为 勒 让 德 条 件 。 


























MO0) wn) un) MO0) 一 uD 
(a) 五 有 最 小 值 (b) 万 并 非 最 小 值 
图 6.5 当 6H/6u=0 时 的 哈密 尔 顿 函数 


(3) 在 时 间 [4,tj] 范 围 内 没有 使 五;, 为 不 定 值 的 共 斩 点 存在 ， 此 限制 称 为 雅克 比 条 件 。 


[ 例 6.3] 设 系统 的 状态 方程 为 
X=—x+u 


边界 条 件 x(0)=1，x(1) 自 由 
求 u=w (1)， 使 性 能 指标 
J = 让 [x? + WJdt _ymin 
[ 解 ] 构造 哈密 尔 顿 函数 
H(x,u,%,t) = 了 Ce + )+ 24D[—x+u] 
则 所 求 问题 所 对 应 的 正则 方程 、 控 制 方程 和 边界 条 件 分 别 如 下 。 


状态 方程 
X=—x+u 
伴随 方程 
-_o08__ 
A4= B= 区 这 
控制 方程 
oH _ 加 
td 
初始 条 件 








终端 条 件 
00 
20= 元 | 
将 状态 方程 移 项 ， 有 
到 一 总 十 世 


将 上 式 代入 控制 方程 ， 有 


再 代入 伴随 方程 ， 有 
外 十 x 一 2 一 一 这 一 文 十 X 十 浆 十 X 一 0 





将 上 式 化 简 ， 即 为 
x—2x=0 
解 方 程 ， 得 方程 的 通 解 为 
x(f)= Ce® 十 Ge 


代入 边界 条 件 
x(0)= C+ C, = 
2 =—x—x|,, 
=-(V2+Desc +(V2 -De Cc,=0 
解 得 


1 < 
G= 万 2-De 
C, = 方 MZ+De4 
式 中 ， 了 =(V2-De +TGI+De4 。 
则 最 优 轨 线 为 
x = 5 ete + 方 ME+De 
最 优 控制 为 
eld lo 
D D 


( 注 : 例 6.3 的 MATLAB 程序 详 见 例 6.8) 


6.5 ”最 小 时 间 控 制 











最 小 时 间 控 制 系统 也 称快 速 系统 ， 它 在 导弹 、 宇 航 飞 船 的 姿态 控制 方面 应 用 很 广泛 。 
如 果 航 天 器 的 姿态 受到 某 种 扰动 而 偏离 了 给 定 的 平衡 状态 ， 当 偏离 幅度 不 超过 控制 所 许可 
的 范围 时 ， 在 最 短 时 间 内 ， 控 制 航天 器 的 姿态 能 恢复 到 给 定 的 平衡 状态 ， 这 就 是 最 小 时 间 
控制 的 概念 。 最 小 时 间 控 制 又 是 极 小 值 原理 应 用 的 范例 。 






































6.5.1 线性 定常 系数 最 小 时 间 控 制 问题 的 概述 


设 n 阶 线性 定常 系统 
状态 方程 X=Ax+Bu 
初始 状态 x(0)= x, 
终端 状态 x(t/)=0 


控制 约束 lw D1 i=1,2,,m 
求 u=w (1)， 使 性 能 指标 


7=] dr > min (xEX", uEU") 
说 明 : (D 若 |wO| < My ， 可 以 通过 变换 (1) = 委 使 其 转换 为 uw(D| <1。 


(2) 若 终 端 为 x/(tj)=x/ 二 0， 令 x(tj)=x(ty) 一 xj 可 转换 为 x(tj)=0， 这 实际 上 是 
时 间 最 优 的 调解 器 问题 。 
构造 哈密 尔 顿 函数 
H=1+X (D(Ax+Bu)=1+7 (Ax+A (Bu 
最 小 时 间 控制 问题 的 状态 方程 、 伴 随 方程 、 控 制 方程 及 边界 条 件 为 


xX(1) = Ax(1) + Bul(t) (6.73) 
1)=—ATA) (6.74) 

六 出 H=1+14 (tAx(t) + nl (DBu(I] (6.75) 
xX(f) = (6.76) 

x(t))=0 (6.77) 

1+2° (DAx(D) +2 (DBu())=0 (6.78) 


设 B=[b,b,,…,b,]， 其 中 b(i==1,2,…,m) 为 B 的 列 向 量 ， 则 式 (6.75) 的 最 后 一 项 为 
minl2 (OBu(O] = min 2 Obs bb J CD), u(t, (OT 


= min A DB (D+ bu (0) + + bu, ()] 


| 


PC (Oo CO] 
1 MI 


a 


3 minlb ADu, (D] 
i MT 
故 有 
1 bt)<O 
w= 620>0 (=L2 20 
不 定 Bb"2D)=0 











wu (0) 各 —sgn[b," 24(1)] i=1,2,…,m 

令 q (DN)=7b, =0。 

图 6.6(a) 表 明正 常 最 小 时 间 控 制 问 题 或 称 平凡 最 小 时 间 问 题 ， 即 "2(t) 只 有 有 限 个 孤 
立 零 点 ，w 在 这 些 零 点 发 生 跳 变 。 又 uw 在 两 边界 来 回 取 值 ， 这 是 继电器 型 控制 ， 故 称 
Bang-Bang 控制 。 
图 6.6(b) 是 奇异 控制 问题 ,因为 在 区 间 [#,t,] 上 , 无 法 确定 最 优 控 制 w。 奇 异 控制 问题 
并 不 意味 着 不 存在 最 优 控制 ， 只 是 根据 最 小 值 原理 无 法 确定 最 优 控制 ， 这 个 问题 在 这 里 不 
做 讨论 。 
































直 A 


u(t)=—sgn[g,()] 
ir P= = 


























图 6.6 平凡 最 优 控制 与 奇异 最 优 控制 
下 面 讨 论 奇异 控制 和 平凡 控制 的 充 要 条 件 。 
设 [4,4] 是 奇异 区 域 ， 在 这 区 间 有 
bt)=0 telt,t,] 
对 上 式 求 一 阶 、 二 阶 、… 生 、n 一 1 阶 导数 ， 并 代入 式 (6.74)， 有 
bt)=—b' ATAt)=0 
bit)=b" (A )A)=0 














BAHD=1 BA) AN)=0 











经 整理 后 写成 矩阵 的 形式 有 
大 
及 4 
罗 20 三 0 te[t,t] (6.79) 
b' (A )™ 
今 
G=[b Ab . A"'b] 
则 式 (6.79) 可 写成 为 
GD=0 te[t,t,] (6.80) 


从 式 (6.78) 可 以 看 出 2(1) =0 ， 否 则 将 出 现 1=0， 而 式 (6.80) 有 非 零 解 的 必要 条 件 是 G 是 奇 
异 矩 阵 。 换 句 话 说， 系统 有 某 一 个 G; 是 奇异 矩阵 时 ,发生 奇 异 控制 ; 所 有 的 G, (i=1,2,…,m) 
都 是 非 奇异 矩阵 ， 则 发 生平 凡 控 制 。 事 实 上 ，@C 是 系统 对 某 一 控制 分 量 w 的 能 控 和 矩阵， 当 
系统 对 某 一 控制 分 量 w 不 是 完全 能 控 时 ， 最 小 时 间 控 制 问 题 是 奇异 的 ， 当 系统 对 所 有 控制 
分 量 u 都 是 完全 能 控 ， 也 就 是 说 每 一 个 u 都 能 将 系统 从 Xx(0) = x 转移 到 x(tj)= x 时， 最 
小 时 间 控 制 是 平凡 的 。 当 系统 是 完全 能 控 时 ， 不 一 定 不 发 生 奇 异 控制 ， 当 系统 不 是 完全 能 
控 时 ， 一 定 发 生 奇异 控制 。 

限于 篇 幅 不 作证 明 ， 下 面 给 出 本 节 所 论述 的 线性 定常 系统 最 小 时 间 问 题 的 一 些 结论 。 

(1) 当 且 仅 当 m 个 nxn 和 矩阵 G, 中 至 少 有 一 个 是 奇异 的 , 则 最 小 时 间 控 制 问题 是 奇异 的 。 

(2) 当 m 个 nxn 和 矩阵 G, (i=1,2,…,m) 都 是 非 奇 异 的 ; 则 最 小 时 间 控 制 问 题 是 正常 的 或 
称 平凡 的 。 

(3) 若 最 小 时 间 控 制 问题 是 正常 的 ， 则 最 小 时 间 控 制 存在 且 必 定 唯一 。 

(4) 若 最 小 时 间 控 制 问题 是 正常 的 ， 且 4 的 特征 值 都 是 实数 ， 则 ww(0D) (i=1,2,…,m) 的 
切换 次 数 不 超 过 n 二 1 次 。 

(5) 渐 近 稳定 系统 ， 若 控制 |u (0)| 三 M, (i=1,2…,m)， 则 一 定 存在 最 小 时 间 控 制 。 


6.5.2 ”惯性 的 最 小 时 间 控 制 
这 是 一 阶 系统 ， 其 相应 的 微分 方程 为 





D+y= hu 
X=y 
得 状态 方程 
了 
义 三 一 一 X 十 一 此 
po 














其 特征 值 为 -上 ， 根据 结论 (5) 得 此 系统 为 渐 近 稳定 系统 ， 故 存在 最 小 时 间 控制 。 又 因 


为 特征 值 为 实数 ， 且 n=1， 不 发 生 切 换 ， 最 优 控 制 w (7) 取 十 1 或 一 1。 究 竟 取 十 1 还 是 
一 1 取决 于 x(0)=%。 








现代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 




















5 1 大 
i 
x(0) 一 加 
解 之 有 
xD 一 (On 一 ba)e 工 +ku 
当 u=1 时 
x)=(% -he "+k (6.81) 
当 wu= 一 1 时 
u=—1 xD 一 Co 十 er 一 大 (6.82) 
对 于 w==1 和 w= 一 1， 又 分 别 有 % >0 和 x <0 两 种 情况 ， 如 图 6.7 所 示 。 
x x xh x 
Xo 
有 
k 大 | 0 1 
0 1 
Xol —k 
> > 
0 0 fF 1 —k 
To 
xo>0 x<0 Xo>0 1 
u=1 u=1 u=-l u=-l 
(a) (b) (0) (d) 


图 6.7 ”状态 轨 线 与 最 优 控制 
根据 最 小 时 间 控 制 要 求 x(t/)=0， 图 6.7 中 只 有 图 6.7(b)、 图 6.7(c) 可 实现 x(tj)=0， 即 
当 % <0s w=1。 
当 %>0, Ww =-1。 
根据 式 (6.81)、 式 (6.82) 可 算出 最 小 时 间 +/”。 
当 u=1,%%<0 时 
x(t/ )=(% —h)e 区 +k=0 
得 t=TIn(l- 字 ) 
当 4= 一 1,x。>0 时 


xd 站 = + he 7 k=0 











人 和 1 “<0 
综合 起 来 有 a 
= Tn + 


当 x(t) 达到 原点 后 ， 需 w(t) = 0(t>t)， 否 则 x(?) 将 偏离 原点 。 





[ 例 6.4] 确定 时 间 最 短 控制 系统 的 最 优 控制 轨 线 和 状态 轨 线 。 

















已 系统 太太 程 x0) 一 jxO+ 昌 Wi 状态 初始 值 xO)- | ,求解 最 优 控制 
作用 wr(1) ， 使 满足 达到 终止 时 间 有 最 短 时 间 ， 控 制作 用 满足 |a(D| 1， 并 使 x(1) = dn 





有 最 小 时 间 。 目 标 函数 为 了 = | . di 。 
[ 解 ] 构造 哈密 尔 顿 函数 
再 (xu2D=1+ 和 (4 二 BO 三 1 十 (DX, (D+ uD) 














0 1 0 
状态 方程 X(t) 0 dxO+ 几 0 
伴随 方程 
5s __ 6 
4(D = Ox 0 
Bon __ 
SO er 
控制 方程 
oH, 
Bu 2 
边界 条 件 


XA(0)= x xX,(0)= xo, 
将 边界 条 件 代入 状态 方程 得 
XD) = Xo + Xot + 0.5ur 
X,(t) = xo + ut 
由 于 控制 作用 w(7) 只 能 取 1 或 一 1， 因 此 有 
u=1 时 

















(ND) = Xo + xost + 0.57° 
2 (上 一 Xo +t 











大 (一 xl 十 xnt 一 0.5 


LD)= x —t 


( 注 : 例 6.4 的 Simulink 仿真 详 见 6.7 节 的 例 6.9) 





6.6 ”线性 二 次 最 优 控制 问题 








线性 二 次 最 优 控制 问题 ， 是 对 线性 系统 其 目标 函数 为 二 次 形式 的 最 优 控制 问题 。 由 于 
其 目标 函数 有 固定 的 模式 ， 因 此 可 以 针对 这 种 特征 加 以 研究 。 其 最 优 解 可 写成 统一 的 解析 
表达 式 ， 最 优 控制 u(t) 是 x(t) 的 线性 关系 ， 它 的 计算 和 实现 都 比较 容易 ， 可 以 通过 状态 反 
馈 实现 闭环 最 优 控 制 ， 这 在 工程 上 具有 重要 意义 。 

首先 考察 下 面 几 个 具有 二 次 形式 的 目标 函数 , 其 中 S$、Q、R 都 是 对 称 和 矩阵 , 它们 所 描 
述 的 控制 问题 各 有 不 同意 义 。 

(1) J= Sx se)+31 (xTOx+ urRajd 是 线性 状态 调节 器 问题 。 
































交 ) 汪 = Bg )Sy(t, )+3| 2 (y"Qy+u' Ru)dt 是 线性 输出 调节 器 问题 。 
(3) 设 包 (0 为 2(D 的 设 定 值 : 则 e(D = ?0 一 六 (0 是 输出 偏差 ， 则 
J= Je (1 )Selt,)+ 3 | (erQe+ wr Rw)dr 是 线性 跟 喷 问题 。 


在 本 节 中 ， 我 们 只 研究 线性 定常 系统 状态 调节 器 问题 。 而 线性 输出 调节 器 和 线性 跟踪 
问题 的 研究 方法 与 线性 状态 调节 器 问题 是 类 似 的 ， 这 里 就 不 再 叙述 了 。 


6.6.1 ”线性 状态 调节 器 的 物理 意义 
对 nn 阶 线性 定常 系统 





xX=Ax+Bu 
xX(1) = 
求 u= w(t)，uln) 无 约束 ， 使 性 能 指标 
证 三 了 (rr)Sx(tr )+ 了 (x'Qx+u' Ru)dt 一 min 
式 中 ，xEX"，uEU"，S 、Q 是 半 正 定 n 阶 加 权 和 矩阵 ，R 是 正定 m 阶 加 权 和 矩阵 。 在 工 
程 上 ，S、Q、R 通常 取 对 角形 。 
1 


J 中 被 积 函数 的 第 一 项 8 = 了 x Qx， 若 x 表 示 偏 差 ， 则 办 表示 误差 的 平方 。 若 取 

















2= diag(q1,9,,…,g,) 为 对 角 和 矩阵 , 则 内 = 了 十 gj 如 十 … 十 台 ) ,其 中 gi(i=1,2,…,n) 

















表示 x 的 各 分 量 所 占 比重 。4 越 大 ，x 所 占 比重 越 大 ， 也 即 要 求 该 分 量 x 的 偏差 越 小 。 而 
积分 ”dt 则 表明 误差 平方 的 积累 。 


7 中 被 积 函 数 的 第 二 项 拘 = 了 wRu， 表 明 对 控制 约束 的 要 求 。 若 尺 ==diag(i,5,…7) 


为 对 角 和 矩阵 时 ， 内 一 十 5 十 … 十 it2)。 这 是 要 求 各 控制 分 量变 化 不 大 。 若 某 u 表 








示 电 流 ， 则 吉 与 功 闪 成 正比 ,因此 = 汪 如 di 则 表示 1 一时 间 内 所 消 靳 的 能 量 。 
可 看 成 是 系统 对 能 耗 的 要 求 。 
J 中 末 值 项 了 xT)Sx(1)， 则 是 突出 了 对 终端 的 要 求 。 


简单 地 说 ， 我 们 所 研究 的 线性 状态 调节 器 问题 ， 是 希望 尽 可 能 花费 少 的 能 量 ， 而 将 系 
统 从 偏离 平衡 点 的 位 置 拉 回 到 平衡 点 。 


6.6.2 ”有 限时 间 线 性 最 优 调节 器 
有 限时 间 线 性 最 优 调节 器 ， 其 终端 时 间 1j 给 定 ; -x(tj) 自由 。 下 面 讨论 这 种 调节 器 的 






































最 优 控制 问题 。 
构造 哈密 尔 顿 函数 
最 三 SQx + Du Ru +A (NAx+ Bu) 
则 有 
状态 方程 
X=Ax+Bu (6.83) 
伴随 方程 
4D)=-Qx— A' a) (6.84) 
控制 方程 
oH T 
Br Rut BA)=0 (6.85) 
初始 条 件 
到 的 ) 为 (6.86) 
横 截 条 件 
a x' (DSx(D)] 
A (6.87) 
控制 方程 可 得 
wu =—R "BA() (6.88) 
这 是 因为 R 是 正定 非 奇 异 ， 所 以 R" 存在 ， 94 三 R>0， 满 足 哈密 尔 顿 函数 取 极 值 
i 


的 充分 条 件 ， 故 所 求 w 一 定 是 最 优 控制 ， 则 





家 








X= 4x 一 BR BT (6.89) 
上 式 与 伴随 方程 比较 ， 2(t) 与 x(D) 互 为 线性 关系 ， 故 可 设 
2(1) = PDx (6.90) 





其 中 ， 和 矩阵 P(t) 待定 。 
将 上 式 代入 式 (6.88) 与 式 (6.89)， 有 
最 优 控制 律 





wu’ =—R-'B'P(t)x (6.91) 
闭环 系统 状态 方程 
t=[A— BR-'B'P(O]x (6.92) 
这 样 构成 状态 反馈 最 优 调节 器 闭环 系统 如 图 6.8 所 示 。 


EB | 2 















































_R-BTPU) 











图 6.8 状态 反馈 最 优 调 节 器 闭环 系统 
现在 问题 的 关键 是 如 何 求 P(1) 。 对 式 (6.90) 求 导 ， 得 
Hn) = P(x+ P(X 
=P()x+ P(A BR'B' P(x 
=[P() + P(1)A— P(DJBR- BTP(OD)]x 
将 式 (6.90) 代 入 伴随 方程 ， 有 
1D)=[Q— A Px 
则 有 
[P() + P(1)A— PU)BR-BIPOD+4TPO+Ox=0 
由 x(?) 的 任意 性 ， 则 其 系数 矩阵 为 零 ， 移 项 有 
P(D)= 一 PU4 一 和 P(OD+POBR-BTPOD 一 CO (6.93) 
这 是 微分 黎 卡 提 (Riccati) 方 程 ， 由 此 可 以 解 出 P(D) ， 求 解 方法 多 用 数值 解 。 显 然 有 
PT(D)= P(D) ，P(t) 为 对 称 和 矩阵 。 下 面 给 出 其 边界 条 件 。 
式 (6.90) 及 横 截 条 件 有 


















































Mi)=Sx(r)= P(t, )x(t,) 
故 有 
P(t)=S 
综 上 所 述 ， 归 纳 为 如 下 定理 。 
定理 6.1 对 线性 定常 系统 过 = 4x + Bu x(n) = x,， 性 能 指标 为 


J= Sx )Sx(t,)+ ;| "(x'Qx + u Ru)dt 











的 有 限时 间 最 优 调节 器 的 充分 必要 条 件 是 


最 优 控制 
wu =—R LBTIP()X 
最 优 状态 轨 线 
=[A— BR-'BP(N]x 
| ™o 
最 优 性 能 指标 值 


J = 了 OO )x(1,) 
式 中 ，P(1) 是 对 称 矩 阵 。 当 @ 是 半 正 定时 ， P(D 也 是 半 正 定 ; 当 Q 是 正定 时 ，P(1) 也 正 
定 。 P(t) 是 下 面 微分 黎 卡 提 方程 的 解 
P()=—P()A— A'P(I) + P()BR'B' P(N) -0 
P(t,)=$ 












































说 明 ; (1) 该 定理 不 作证 明 。 下 面 给 出 = Bx) POG ) 的 推导 思路 。 

‘PO)x]=x" POx+ x PX+ x P(X 

将 立 用 状态 方程 ， P(D) 用 黎 卡 提 方 程 代入 ， 且 w=w ,x=x 时 ， 有 
SIP] =—x"'QOx —u Ru 


























积分 整理 后 有 
TF StI) Qe tT Ru Yd 
= Sx JS (CD SerPOx] 
= Se 0) Sx" PO, | 
= Dx (i) P(t )x(t,) 


(2) 微分 黎 卡 提 方 程 是 非 线 性 微分 方程 ， 一 般 不 易 求 解析 解 ， 为 此 ， 求 解 最 优 控制 的 
稳 态 解 ， 即 求解 代数 黎 卡 提 方 程 。 当 1 一。 时 ， 根 据 终 值 条 件 ，P(ir )= 8 ， 因 此 ， 其 导 
数 项 为 0， 得 到 代数 黎 卡 提 方 程 。 














6.7 ”MATLAB 在 最 优 控制 中 的 应 用 





[ 例 6.5] 线性 系统 为 | “4 中 + 人 求 其 目标 函数 是 














nr 0 jer lcs 国 2i 国 
日 


2 200 100 人 
的 最 优 控制 。 回 
[ 解 ] MATLAB 程序 如 下 。 例 6.5 讲解 


和 6587 件 名 ch6ex5 

a=[0 1;-4 -2];b=[0;1];Q=[400 200;200 100];R=1.6667; 

[K,P,E]=lqr (a,b,Q,R); % 直 接 求 解 线性 二 次 型 最 优 控 制 函 数 ,K 是 反馈 矩阵 , P 是 黎 卡 提 方 
3 态 解 ,E 是 采用 最 优 控制 规律 后 , 组 成 闭环 系统 的 特征 根 


程序 运行 结果 显示 : 
K =(11.9999,7.3808) 
_ {36.8224 20.0001 
人 20.0001 12.3015 
最 优 控制 变量 与 状态 变量 之 间 的 关系 是 : 
1 =—11.9999x,(1) —7.3808x, (7) 
绘制 最 优 控制 和 状态 轨迹 的 程序 如 下 。 


figure('pos', [50,50,200,150], 'color™ WwW); 
axes('pos', [0.15,0.14,0.72,0.721) 人 A ,\ 
ap=[a-bxK] ;bp=b;c=[1,0];d=0; 。 

[ap, bp, cp, dp]= augstate (ap, bp end); 
cp=[cp;-K];dp=[dp;0]; 
G=ss (ap, bp, cp, dp); [yr t,x]=step (6G); 

plotyy (t,y(:,2:3), ty(:, 4)); x 
[ax,hl， h2]=plotyy(t,y(:, Ztryte "4) Ne VL 
axis(ax(1), [0 2%5 0 0.1]); \ 人 \ 
axis(ax{(2) »[0 2.5 -1 0]); 


程序 运行 结果 如 图 6.9 所 示 。 其 中 为 最 优 控 制 律 ， xl 和 xz 分别 为 系统 最 优 状 态 
曲线 。 





















0.1 0 
0.08 1-02 
0.06 |_0.4 
0.04 1-0.6 
0.02 1-0.8 

ise, 

% 05 t 1 5 


图 6.9 例 6.5 程序 运行 结果 











[ 例 6.6] 例 6.1 的 MATLAB 程序 。 


状态 方程 、 拉 格 朗 日 方程 的 拉 式 变换 可 得 : s*X-X0=U; X-(s*U-UO)=0 
联 立 两 方程 求解 ， 可 得 : X=s*X0/(s^2 一 1)+U0/(s^2 一 1)， 程 序 如 下 : 





[ 例 6.7] 例 6.2 的 MATLAB 程序 如 下 。 六 二 





程序 运行 结果 如 图 6.10 所 示 : (a) 为 最 优 控制 律 ，(b) 为 状态 x 的 最 优 轨 线 。 


p= 








0 0.5 n LS 2 0 0.5 1 1.5 FE 
t 


t 
(a) 最 优 控制 律 (b) 状态 x 的 最 优 轨 线 
图 6.10 例 6.7 程序 运行 结果 


[ 例 6.8] 例 6.3 的 MATLAB 程序 如 下 。 


$$ 文件 名 ch6ex8 I r DX 

syms H lmd x u; NN 1 定义 参数 

H=0.5*x^2+0. 5xbxatlmadx (-x+u) 7 x 列 Hamilton 函数 

Dlmd= -jacobian (H, x) 、、” 名 对 Hamilton 函数 求 x 的 偏 导 





u=solve (jacobian (H, "uu py 2 ~ 对 Hamilton 函数 求 u 的 偏 导 并 求解 u 
[nar Nsglve ('Dx=-x-lmd'," DMAS xt ind 'x(0)=1','lmd (1)=0°'); 
s 代入 边界 条 件 x (0) =1, 4 (1) =0 求解 微 


s 分 方程 组 
xstar=x; $ 求 最 优 轨 线 x* 
ustar=-lmd; $ 求 最 优 控 制 u* 


figure('pos', [50,50,350,120],'color', 'w'); 

创建 图 形 (图 形 位 置 x=50, y=50, 图 形 对 象 宽度 350, 高 度 120 
axes('pos', [0.13,0.13,0.35,0.75]); s$ 建立 坐标 轴 
ezplot (ustar, [0,1]); $ 在 坐标 [0,1] 区 间 上 绘制 最 优 控制 u* 轨 线 
set (gca, 'fonts',8,'fontw', 'b'); s 设 当前 坐标 轴 参 数 
title(' 最 优 控制 ') ; 
axes("'pos', [0.60,0.13,0.35,0.75]); 
ezplot (xstar, [0,1]); $ 在 坐标 [0,1] 区 间 上 绘制 最 优 控 制 x* 轨 线 
set (gca, 'fonts',8,'fontw', 'b'); 


title(' 最 优 轨 线 '); 
程序 运行 结果 为 最 优 控制 刀 与 最 优 轨 线 x"”， 如 图 6.11 所 示 。 
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(a) 最 优 控制 ww (b) 最 优 轨 线 x* 
6.11 例 6.8 程序 运行 结果 


[ 例 6.9] 例 6.4 的 Simulink 仿真 。 

建立 最 短 时 间 控 制 系统 的 仿真 框图 如 图 6.12 所 示 。 框 图 说 明 如 下 : S1 和 S2 是 积分 
环节 ， 组 成 开 环 系统 ， 初 始 值 由 X10 和 X20 提供 ; X1 和 X2 是 两 个 状态 变量 ， 用 同名 的 
显示 器 显示 其 数据 ; X_Y 是 相 平面 显示 ， 用 于 显示 状态 轨 线 ，Sw 是 开关 ， 由 Sum 的 输出 
控制 ， 显示 器 U 显示 控制 信号 的 数据 。 
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图 6.12 ”最短 时 间 控制 系统 仿真 框图 
控制 信号 的 确定 : 当 控 制 信号 : u=1 时 ， 有 


= =u=1 





此 











dx /dr =%; HH=0.50+C 
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同样 ， 当 w= 一 1 时 ， 有 

dr /de =—%; HH=—0.50 +C 

式 中 ，C 是 积分 常数 ， 不 同 的 数据 对 应 于 不 同 的 切换 轨 线 。 图 6.13 中 标 有 C; 和 C_ 的 切换 
轨 线 是 最 终 的 切换 轨 线 ， 它 表示 在 任意 的 初始 状态 下 ， 总 要 通过 其 中 一 条 最 终 切换 轨 线 
达到 平衡 点 (原点 )。 切换 发 生 在 该 曲线 上 ， 凡 是 在 切换 后 从 C+ 的 切换 曲线 到 达 平衡 点 的 ， 
它 的 开始 曲线 应 取 w = 一 1， 即 取 R 的 区 域 : 反之 ， 凡 是 在 切换 后 从 C- 的 切换 曲线 到 达 平 
衡 点 的 ， 它 的 开始 曲线 应 取 u =1， 即 取 R+ 的 区 域 。 从 某 一 初始 点 开始 ， 如 该 点 位 于 R_ 
的 区 域 , 则 控制 作用 为 = 一 1, 沿 开口 向 左 的 切换 曲线 移动 到 C; 的 切换 轨 线 到 达 平 衡 点 ; 
如 该 点 位 于 R; 的 区 域 ， 则 控制 作用 为 w=1， 沿 开口 向 右 的 切换 曲线 移动 到 C_ 的 切换 轨 
线 , 在 交点 处 切换 成 u = 一 1, 沿 C_ 的 切换 轨 线 到 达 平 衡 点 。C_- 和 C+ 的 切换 曲线 用 方程 表 
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6.13 ”系统 相 图 和 切换 曲线 


因此， 最 终 切换 轨 线 将 根据 a(x,x,) 的 值 确 定 ，R, 的 区 域 ， 其 值 小 于 0，R_ 的 区 域 其 
值 大 于 0。 在 控制 系统 框图 中 ,用 ABS 模块 对 X2 信号 取 绝 对 值 ， 用 x 完 成 X2 和 其 绝对 值 
的 乘积 ， 用 Sum 完成 计算 c(x,z) 的 值 ， 当 其 值 大 于 0 时 ， 则 控制 信号 取 一 1; 当 其 值 小 
于 0 时 ， 则 控制 信号 取 1。C1 和 C2 用 于 提供 控制 信号 ， 由 Sw 进行 选择 。 

仿真 结果 显示 如 图 6.14 所 示 。 图 中 ， 状 态 初 始点 在 X10=2，X20= 一 3 处 。 即 位 于 R+ 
的 区 域 ， 其 值 小 于 0， 则 控制 信号 取 1， 然 后 状态 变量 沿 着 切换 轨 线 移动 到 C 的 切换 轨 线 
时 ， 控 制 信号 切换 成 1， 并 沿 C 的 切换 轨 线 到 达 平衡 点 。 改 变 初始 状态 数据 将 影响 最 优 
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状态 的 轨 线 。 图 6.15 显示 从 初始 点 开始 的 状态 轨 线 ， 控 制 信号 轨 线 和 切换 时 间 。 切 换 时 间 























发 生 在 4.58s， 该 控制 系统 在 最 优 控制 作用 下 以 最 短 时 间 6.16s 到 达 平 衡 点 。 
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XAxis 
图 6.14 最短 时 间 控 制 相 平面 图 6.15 ”最短 时 间 控 制 状态 轨 线 
6.8 小结 


4 
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所 谓 最 优 控制 ， 就 是 在 给 定 的 控制 域 中 ， 寻 找 合适 的 控制 ， 使 评价 系统 控制 性 能 好 坏 

的 性 能 指标 取得 极 值 ， 这 样 所 选取 的 控制 称 为 最 优 控制 。 本 章 首先 介绍 了 最 优 控制 的 基本 

念 ， 其 次 讨论 了 在 控制 作用 不 受 约束 时 实现 最 优 控制 的 必要 条 件 ， 然 后 讲解 了 最 小 值 原 
理 及 线性 二 次 最 优 控制 问题 ， 最 后 介绍 了 MATLAB 在 最 优 控制 中 的 应 用 。 

















6.9 习题 





6.9.1 用 薄 铁 皮 做 一 个 有 盖 的 圆柱 形 水 桶 ， 其 表面 积 为 4,， 希 望 水桶 的 容量 为 最 大 。 
试用 拉 格 朗 日 乘 子 法 及 嵌入 法 确定 水 桶 的 高 度 及 底面 半径 。 
6.9.2 试用 拉 格 朗 日 乘 子 法 及 嵌入 法 求 从 原点 (0,0,0) 至 下 列 平面 的 最 短 距 离 。 
a0 十 pc 十 co 十 d=0 
6.9.3 设 系统 状态 方程 及 边界 条 件 为 
xX=u, Xx(0)=16, x(t/)=0 
试 求 最 优 控制 u(t) ， 使 下 列 性 能 指标 














2 1117 2 
7=0+3|, udt 


取 最 小 值 。 
6.9.4 求 从 x(0)==1 到 直线 x(1)==2 一 1 之 间距 离 最 短 的 曲线 及 最 优 终端 时 间 。 
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6.9.5 系统 状态 方程 及 边界 条 件 为 


言 二 (0)=1 x(0)=0 
总 宇 测 (0)=1 x,(0)=0 
试 求 最 优 控制 使 下 列 指标 取 极 值 并 求 最 优 轨 线 。 
i 
Es 下 udt 


6.9.6 设 系 统 状态 方程 及 初始 条 件 为 

xX=u; x(0)=1; x(t,)=0 

tj 未 给 定 ， 试 求 最 优 控 制 及 t, 使 下 列 指 标 取 极 值 ， 并 求 出 最 优 轨 线 。 
6.9.7 设 系 统 状态 方程 及 初始 条 件 为 

区 三 5 x(0)=0 

为 三 2 mm(0)=0 

中 断 状 态 受 如 下 约束 M =x+mOD-1=0 
试 求 最 优 控制 使 下 列 性 能 指标 





Lei 
7 了 | (Ddr 


取 极 小 值 ， 且 求 出 最 优 轨 线 。 
6.9.8 设 一 阶 离散 系统 方程 为 
xX(k+1)= x(k) +au(k) 
边界 条 件 为 ，x(0)=1，x(10) = 0 。 试 求 最 优 控制 序列 ， 使 下 列 性 能 指标 


J= LS) 
de 

取 极 小 值 ， 并 求 出 状态 序列 。 

6.9.9 设 系统 状态 方程 及 边界 条 件 为 

X=u, x(W)=x,, x(T)=0 

试 求 最 优 控制 使 指标 了 = 了 wedr 取 极 值 ， 并 求 出 最 优 扫 线 及 最 优 性 能 指标 。 

6.9.10 设 系统 状态 方程 及 边界 条 件 为 

X=u, x(0)=1, x(t/)=0 

试 求 最 优 控制 及 六 使 了 一 他 + | COdr 取 极 值 。 

6.9.11 设 系统 状态 方程 为 
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试 确定 最 优 控制 u(t)， 使 下 列 性 能 指标 












































i 
=|， 本 (aa 十 下 )ar 
取 极 小 值 。 
6.9.12 设 有 下 列 受 控 系统 状态 方程 : 
w Fr os oa op 
sz) |o -2lxl hl ) lo le, th 
@) BP dp 
) | |-lo elt hl 

















试 分 别 研究 有 无 最 优 控 制 使 下 列 性 能 指标 
J =- + + Ht 


取 极 小 值 ? 是 否 存 在 正定 矩阵 不 ? 分析 受 控 系 统 状态 可 控 性 、 稳定 性 与 最 优 解 的 关系 。 





第 了 章 
自 适应 控制 与 解 粳 控 制 系统 


自 适 应 对 象 是 那些 存在 不 确定 性 的 系统 。 自 适应 控制 应 首先 能 在 控制 系统 的 运行 过 程 
中 ， 通 过 不 断 地 量 测 系统 的 输入 、 状 态 、 输 出 或 性 能 参数 ， 逐 渐 了 解 和 掌握 对 象 。 然 后 根 
据 所 得 的 过 程 信息 ， 按 一 定 的 设计 方法 ， 做 出 控制 决策 去 更 新 系统 控制 器 的 结构 、 参 数 或 
控制 作用 ， 以 便 在 某 种 意义 下 使 控制 效果 达到 最 优 或 次 最 优 ; 或 达到 某 个 预期 目标 。 按 此 
设计 思想 建立 的 控制 系统 便 是 自 适 应 控制 系统 。 




















7.1 自 适 应 控制 的 任务 


倘若 过 程 的 脉冲 响应 函数 或 传递 函数 已 知 ， 则 可 用 经 典 控制 理论 设计 一 种 控制 器 ,使 
控制 系统 的 过 渡 过 程 指标 (如 超 调 量 、 振 荡 次 数 、 过 渡 时 间 和 通 频带 等 ) 符 合 要 求 。 如 果 人 掌 
握 了 过 程 的 运动 方程 ， 就 可 以 用 最 优 控制 理论 设计 一 种 最 优 控制 器 ， 使 控制 系统 的 某 项 性 
能 指标 达到 最 佳 。 例 如 产品 产量 最 高 、 质 量 最 好 、 能 耗 最 少 、 成 本 最 低 、 运 行 时 间 最 短 、 
跟踪 指令 信号 的 速度 最 快 以 及 输出 方差 最 小 等 。 但 是 ， 如 果 我 们 对 受 控 系 统 本 身 的 动力 学 
或 不 完全 掌握 ， 或 者 在 运行 过 程 中 发 生 了 事先 未 知 的 变化 ， 则 上 述 控制 设计 方 
实现 或 者 即使 能 实现 但 实际 控制 效果 却 很 差 ， 甚 至 出 现 不 稳定 现象 。 

于 种 种 原因 ， 要 实现 完全 掌握 受 控 系统 的 动力 学 特性 几乎 是 不 可 能 的 。 受 控 系 
4 这 种 未 知性 质 称 为 不 确定 性 。 概 括 地 讲 ， 形 成 受 控 系 统 不 确定 性 的 原因 如 下 。 

(1) 现代 工业 装置 的 特征 是 既 精 细 又 复杂 ， 所 以 除了 比较 简单 的 情形 外 ， 一 个 受 控 系 
统 总 是 或 多 或 少 具有 某 些 非 线性 、 时 变性 、 分 布 性 和 随机 性 。 因 此 ， 单 纯 依靠 机 理 分 析 无 
法 确 知 它 的 动态 特性 ， 必 须 辅 以 一 定 的 实验 才能 获得 描述 它 的 某 种 近似 的 数学 模型 。 这 种 
近似 性 是 由 于 实验 装置 、 测 量 仪表 、 实 验方 法 、 试 验 实践 和 实验 费用 的 限制 所 造成 。 从 这 
个 意义 上 讲 ， 所 有 过 程 的 数学 模型 都 是 近似 的 ， 受 控 系 统 的 结构 和 参数 存在 不 确定 性 是 一 
种 普遍 现象 。 

(2) 一 般 地 讲 ， 环 境 特性 对 过 程 的 影响 是 不 可 避免 的 。 例 如 ， 空 间 飞 行 器 的 空气 动力 
学 参数 随 飞行 高 度 、 飞 行 速 度 和 大 气 条 件 的 变化 在 大 范围 内 发 生变 化 ; 化 学 反应 过 程 的 参 
数 随 环 境 温 度 和 湿度 的 变化 而 变化 ; 船舶 的 动态 特性 随 水 域 状态 而 变化 ; 等 等 。 环 境 干扰 
可 分 为 随机 干扰 和 突 发 性 干扰 , 前 者 如 各 种 各 样 的 噪声 , 后 者 如 大 雨 、 阵 风 或 负荷 突变 等 。 
这 些 干扰 有 的 不 能 量 测 ， 有 的 虽然 能 量 测 但 无 法 预计 它们 的 变化 。 因 此 ， 环 境 干 扰 也 必然 
在 受 控 系 统 中 引入 某 种 不 确定 性 。 
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(3) 过 程 本 身 的 特性 在 运行 过 程 中 也 会 发 生变 化 。 例 如 ， 空 间 飞 行 器 的 质量 和 重心 随 
燃料 的 消耗 而 变化 ， 化 学 反应 速度 随 催 化 剂 活性 的 衰减 而 变 慢 ， 机 械 手 的 动态 特性 随 臂 的 
伸 曲 变化 等 。 这 类 变化 都 具有 相当 的 不 稳定 性 。 

总 之 ， 任 何 受 控 系统 都 存在 不 确定 性 ， 仅 强 弱 程度 不 同 而 已 。 因 此 可 以 断言 ， 一 个 实 
际 系统 的 数学 模型 不 可 能 描述 它 的 全 部 动态 特性 。 未 被 描述 的 那 部 分 动态 特性 称 为 未 建 模 
动力 学 特性 ， 已 被 描述 的 那 部 分 动态 特性 成 为 已 建 模 动力 学 特性 。 这 两 种 动力 学 特性 显然 
都 具有 不 确定 性 ， 而 且 前 者 强 于 后 者 。 

面 对 如 此 众多 的 具有 较 强 不 确定 性 的 受 控 系 统 ， 如 何 设计 一 个 满意 的 控制 器 ， 就 是 自 
适应 控制 的 任务 。 这 意味 着 ， 当 对 受 控 系 统 特性 尚未 完全 掌握 ， 系 统 本 身 又 存在 不 可 忽 
视 的 不 确定 性 时 ， 采 用 自 适应 控制 方案 是 控制 人 员 的 一 种 合乎 逻辑 的 抉择 。 与 具有 不 确 
定性 的 定常 系统 相 比 , 对 一 个 具有 不 确定 性 的 随机 非 线性 时 变 系统 施加 自 适应 控制 显然 要 
困难 得 多 。 
日 此 可 见 ， 一 个 自 适 应 控制 系统 必然 具有 下 列 3 个 特征 。 

(1) 过 程 信息 的 在 线 积累 。 

在 线 积累 过 程 信息 的 目的 ， 是 降低 受 控 系统 原 有 的 不 确定 性 。 为 此 可 用 系统 辨识 的 方 
法 在 线 辨 识 受 控 系 统 的 结构 和 参数 ， 直 接 积 累 过 程 信息 ， 也 可 通过 量 测 能 反映 过 程 状态 的 
某 些 辅助 变量 ， 间 接 积 累 过 程 信息 ; 在 系统 辨识 中 ， 结 构 辨识 比 参数 估计 困难 得 多 。 

(2) 可 调控 制 器 。 

可 调控 制 器 是 指 它 的 结构 、 参数 或 信号 可 以 根据 性 能 指标 要 求 进行 自动 调整 。 这 种 可 
调 性 要 求 是 由 受 控 系 统 的 不 确定 性 决定 的 ， 否 则 就 无 法 对 过 程 实现 有 效 控制 。 

(3) 性 能 指标 的 控制 。 

性 能 指标 的 控制 可 分 为 开 环 控 制 方式 和 闭环 控制 方式 两 种 。 若 与 过 程 动态 相关 联 的 辅 
助 变量 可 测 ， 而 且 此 辅助 变量 与 可 调控 制 器 参数 之 间 的 关系 又 可 根据 物理 学 的 知识 和 经 验 
导出 ， 这 时 就 可 通过 此 辅助 变量 直接 调整 可 调控 制 器 ， 以 期 达到 预定 的 性 能 指标 。 这 就 是 
性 能 指标 的 开 环 控制 , 它 的 特点 是 没有 根据 系统 实际 达到 的 性 能 指标 再 作 进 一 步 的 调整 。 
与 开 环 控制 方式 不 同 ， 在 性 能 指标 的 闭环 控制 中 ， 还 要 获取 实际 性 能 与 预定 性 能 之 间 的 偏 
差 信息 ， 将 其 反馈 后 修改 可 调控 制 器 ， 直 到 实际 性 能 达到 或 接近 预定 性 能 为 止 。 


































































































7.2 自 适 应 控制 的 理论 问题 


自 适 应 控制 系统 常常 兼 有 随机 、 非 线性 和 时 变 等 多 种 特征 ， 内 部 机 理 也 相当 复杂 ， 所 
以 分 析 这 类 系统 非常 困难 。 目 前 广泛 研究 的 理论 课题 主要 集中 在 以 下 3 个 方面 。 

(1) 稳定 性 。 

自 适 应 控制 系统 的 稳定 性 是 指 系统 的 状态 、 输 入 和 输出 以 及 参数 的 有 界 性 。 保 证 全 局 
稳定 性 是 自 适应 控制 系统 能 正常 工作 的 前 提 条 件 。 目 前 ， 稳 定性 理论 已 成 为 研究 模型 参考 
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自 适应 控制 系统 的 主要 理论 基础 。 大 多 数 模 型 参考 自 适应 控制 系统 在 分 析 其 稳定 性 时 ， 都 
可 以 归纳 为 研究 一 个 误差 模型 ， 它 由 一 个 线性 系统 和 一 个 非 线 性 反馈 环节 所 组 成 。 关 于 稳 
定性 的 一 个 主要 结论 是 : 如 果 误 差 模型 线性 部 分 的 传递 函数 是 严格 正 实 的 ， 而 非 线 性 部 分 
是 无 源 的 ， 则 闭环 系统 是 稳定 的 ; 若 线性 系统 的 传递 函数 不 是 严格 正 实 的 ， 就 用 一 个 线性 
滤波 器 对 误差 进行 滤波 ， 使 组 合 的 传递 函数 是 严格 正 实 的 。 模 型 参考 自 适应 控制 系统 的 许 
多 自 适 应 律 都 由 此 导出 。 

然而 ， 为 使 上 述 结果 成 立 ， 须 附加 很 强 的 假设 条 件 ， 而 这 些 条 件 在 实际 中 往往 难以 满 
足 ， 以 致 按 稳定 性 理论 设计 的 某 些 自 适 应 控制 系统 在 一 定 条件 下 仍 会 丧失 稳定 性 。 因 此， 
建立 新 的 理论 体系 ,逐步 放宽 对 被 控 对 象 及 其 环境 的 限制 条 件 是 当前 迫切 需要 解决 的 理论 
问题 。 

(2) 收敛 性 。 

一 个 自 适 应 控制 算法 具有 收敛 性 是 指 在 给 定 的 初始 条 件 下 ， 算 法 渐 近 地 达到 其 预期 目 
标 并 在 收敛 过 程 中 保持 系统 所 有 的 变量 有 界 。 

在 许多 自 适应 控制 系统 中 ,特别 是 在 自 校正 控制 中 ,需要 采用 各 种 形式 的 递 推算 法 。 
当 一 个 自 适 应 控制 算法 能 证 明 是 收敛 的 , 则 可 提高 该 算法 在 实际 应 用 中 的 可 信和 度 。 另 外 ， 
收敛 性 的 理论 还 有 助 于 区 分 各 种 算法 的 优 劣 过 指明 改进 算法 的 正确 途径 。 因 此 ， 收 敛 性 的 
研究 对 自 适 应 控制 系统 具有 重要 的 理论 和 实际 意义 。 

自 适 应 算法 的 非 线性 特性 ， 为 建立 收敛 性 理论 带 来 很 大 的 困难 。 目前， 只 在 有 限 的 几 
类 简单 的 自 适 应 算法 中 取得 了 一 定 的 结果 。 而 且 现 有 的 收敛 性 结果 局 限 性 太 大 ， 假 设 条 件 
限制 过 严 ， 不 便于 实际 应 用 。 因 此 ， 收 敛 性 仍然 是 普遍 关注 的 理论 课题 。 

(3) 鲁 棒 性 。 

自 适 应 控制 系统 的 鲁 棒 性 ， 主 要 是 指 在 存在 扰动 和 未 建 模 动力 学 特性 的 条 件 下 ， 系 统 
保持 其 稳定 性 和 性 能 的 能 力 。 扰 动能 使 系统 参数 产生 严重 的 漂移 ， 导 致 系统 的 不 稳定 ， 特 
别 是 存在 未 建 模 的 高 频 动 态 特 性 的 条 件 下 ， 如 果 指令 信号 过 大 或 有 高 频 成 分 ， 或 自 适 应 增 
益 过 大 ， 都 可 能 使 自 适应 控制 系统 丧失 稳定 性 。 目 前 提出 的 几 种 克服 上 述 各 种 原因 引起 的 
不 稳定 方案 ， 仍 未 达到 令 人 满意 的 程度 。 因 此 ， 如 何 设 计 一 个 鲁 棒 性 强 的 自 适应 控制 系统 
是 当前 十 分 重要 的 理论 课题 。 

自 适 应 控制 系统 理论 的 建立 基础 是 一 般 性 稳定 理论 、 不 变性 理论 、 最 优 系统 理论 、 随 
机 控制 理论 、 随 机 逼近 理论 和 双重 控制 理论 。 因 此 ， 自 适应 控制 理论 的 发 展 和 完善 有 赖 于 
非 自 适 应 控制 理论 的 发 展 和 完善 ， 也 有 赖 于 广泛 的 应 用 实践 。 


















































































































































7.3 ”模型 参考 自 适 应 系统 


模型 参考 自 适应 系统 的 主要 特点 是 实现 容易 、 自 适应 速度 快 ， 并 在 许多 领域 中 得 到 了 
应 用 。 对 于 这 类 控制 系统 ，1974 年 法 国 的 Landau 给 出 了 下 述 定义 : 一 个 自 适 应 控制 系统 
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就 是 利用 它 
指标 值 与 给 











个 辅助 信号 ， 以 保持 系统 的 性 能 指标 接近 给 定 的 性 能 指标 集 。 
以 下 几 个 部 分 组 成 : 即 参考 模型 、 被 控 对 象 、 控 制 器 和 调 
图 7.1 所 示 。 从 图 7.1 可 以 看 出 ， 这 类 控制 系统 包 


模型 参考 自 适应 控制 系统 
整 控制 器 参数 的 自 适应 机 构 等 部 分 ， 如 


含 两 个 环 路 








参数 则 由 外 环 调整 。 参 考 模型 的 输出 加 





的 可 调 系统 的 输入 、 状 态 和 输出 变量 来 度量 某 个 性 能 指标 ， 然 后 根据 实测 性 能 














定性 能 指标 集 相 比较 的 结果 ， 由 自 适 应 机 构 修正 可 调 系统 的 参数 ， 或 者 产生 一 























: 内 环 和 外 环 。 内 环 是 由 被 控 对 象 和 控制 器 组 成 的 普通 反馈 回路 ， 而 控制 器 的 





就 是 对 象 输出 y 的 期 望 值 。 控 制 器 参数 的 自 适 应 调 


整 过 程 为 : 当 参 考 输入 x(k) 同时 加 到 系统 和 参考 模型 的 入 口 时 , 由 于 对 象 的 初始 参数 未 知 ， 
控制 器 的 初始 参数 不 会 调整 得 很 好 。 因 此 ， 系 统 的 输出 响应 y(k) 在 初始 运行 时 与 模型 的 输 
































当 的 调节 作 








出 响应 加 (6 也 不 会 完全 一 致 ， 结 果 产 生 偏差 信号 e(t) ， 由 e(k) 驱动 自 适应 机 构 ， 产 生 适 
及 ， 直 接 改变 控制 器 的 参数 ， 从 而 使 系统 输出 y(k) 逐渐 允 近 模型 输出 y, (k) ， 





直到 y(k)=y,(k)，e(k)=0 为止。 当 e(k)=0 后 ， 自 适应 参数 调整 过 程 就 自动 停 “ 止 了 。 


自 适应 所 遵 
优 方法 ， 即 




















参考 模型 




















图 7.1 模型 参考 自 适 应 控制 系统 

当 对 象 特性 在 运行 过 程 中 发 生变 化 时 ， 控 制 器 参数 的 自 适应 调整 过 程 与 上 述 过 程 相 
同 。 设 计 这 类 自 适 应 控制 系统 的 核心 问题 是 如 何 综合 自 适 应 调整 规律 (简称 自 适 应 律 )， 即 
循 的 算法 。 目 前 ， 自 适应 律 的 设计 存在 两 类 不 同 的 方法 。 一 种 称 为 局 部 参数 最 




















利用 梯度 或 其 他 参数 优化 的 递 推算 法 ， 





求 出 一 组 控制 器 的 参数 ， 使 得 某 个 预定 


的 性 能 指标 (如 | e(bDdk) 达 到 最 小 。 最 早 的 MIT 自 适 应 律 就 是 利用 这 种 方法 求 得 的 。 这 


种 方法 的 缺点 是 不 能 确保 所 设计 的 自 适应 系统 的 
输入 信号 作用 下 ， 控 制 系统 也 可 能 丧失 稳定 性 。 自 适应 律 的 另 一 种 设计 方法 是 
基于 稳定 性 理论 的 方法 ， 其 基本 思想 是 保证 控制 器 参数 自 适 应 调节 过 程 是 稳定 的 。 因 此 ， 
律 的 设计 自然 要 采用 适用 于 非 线 性 系统 的 稳定 性 理论 。 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 理论 
超 稳定 性 理论 都 是 设计 自 适 应 律 的 有 效 工具 。 由 于 保证 系统 稳定 性 是 任何 闭环 


象 ， 在 某 些 


这 种 自 适应 
和 波 波 夫 的 
控制 系统 的 

















基本 要 求 ， 所 以 基于 稳定 性 理论 的 设计 方法 引起 了 更 广泛 的 关注 。 

















下 面 
构 和 自 适应 











全 局 渐 近 稳定 性 。 甚 至 对 简单 的 受 控 对 

















个 一 阶 系统 为 例子 ， 介 绍 模型 参考 自 适应 控制 的 基本 思想 ， 包 括 控制 器 的 结 


律 的 设计 。 
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[ 例 7.1] 自 适 应 律 的 推导 。 假 设 被 控 对 象 是 一 个 一 阶 线性 时 不 变 系统 ， 如 图 7.2 所 示 。 它 








yp(s) _ kp 
u(s) s+ap 


式 中 ，yp(s)、u(s) 分别 为 对 象 输出 和 控制 的 拉 式 变换 ，k, 和 aj 是 未 知 参数 。 


r 





P(s)= (7.0 

















CD 














和 到] 


图 7.2 一 阶 系统 模型 参考 自 适应 控制 系统 
我 们 选择 一 个 稳定 的 单 输入 单 输出 线性 时 不 变 系统 作为 参考 模型 ， 其 传递 函数 为 


DG) 已 
(9) sa 02) 
式 中 ，y(s) 、r(s) 分 别 为 理想 模型 输出 和 控制 (局 的 拉 氏 变换 ，k, 和 a >0 可 由 设计 者 
按期 望 的 输出 响应 来 任意 选取 。 

控制 的 目标 就 是 设计 控制 x(k) ， 使 对 象 输出 y,(k) 能 渐进 跟踪 参考 模型 的 输出 y, (k) ， 
而 且 在 整个 控制 过 程 中 ， 所 有 系统 中 的 信号 都 是 有 界 的 。 

对 象 和 模型 的 时 域 描述 为 


M(s)= 





Ds) =—apyp(k) + kpu(k) (7.3) 

Dk)= ap, (k) + hr(k) (7.4) 

控制 信号 u(k) 可 以 由 参考 输入 x(k) 和 对 象 的 输出 信号 y,(h) 的 线性 组 合 构成 。 图 7.2 

中 虚 框 线 的 部 分 是 一 个 闭环 可 调 系统 ， 它 由 被 控 对 象 、 前 馈 可 调 参 数 C,(k) 和 反馈 可 调 参 
数 d(6) 组 成 。u(k) 的 方程 可 以 从 图 7.2 中 直接 得 出 
























































&( 提 = Co(Or(G 十 (Op (7.5) 
当 C,(k) 、d( 等 于 其 标 称 参数 C;、d; 时 
四 时光 = 
加 三 和 的 二 2 oa (7.6) 
则 可 调 系 统 的 传递 函数 就 可 以 和 参考 模型 的 传递 函数 完全 匹配 。 由 式 (7.3) 和 式 (7.5) 可 得 





Po(D) =—apyp(K) + ko [Co (Ar(A) + do (kyo (A)] 
= [ap —kpdo (RJyp (A) + ksCo (Pr(K) (7.7) 
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当 CG( 有 )= G5,d,( 有 )= qs; 时， 上 式 简 化 为 
Dp(k)=—an yp + hr(k) (7.8) 








正好 与 参考 模型 的 方程 一 样 。 
为 了 分 析 方 便 ， 引 入 输出 误差 和 参数 误差 及 其 动态 方程 ， 定 义 输出 误差 @, 为 





@ = yp — yn (7.9) 
定义 参数 误差 g 为 
_[w(l lc- 
9,(P) a (Da: (10) 
式 (7.7) 减 式 (7.4) 得 


=—a, (yp 一 加) 十 (a —ap + kpdo)yp + koCor—k,r 
=—a,es +kp[(Cs — Co)r+(d, —d;)y,] 
一 一 me + kr[lG,r + ,ye] (7.11) 
为 简便 起 见 ， 若 s 代表 拉 氏 变换 变量 ， 有 时 也 可 理解 为 微分 算 子 ， 则 式 (7.11) 可 以 写成 
以 下 比较 紧凑 的 形式 





A 三 此 = 
1 本 (9,r+9,yp)= a M(9,r+9,yp)= cr M(9,r + 9,yp) (7.12) 
注意 : 此 处 的 M(g,r 十 9,yp) 代表 对 时 域 信号 gr 十 ,yp 按 传递 函数 MM(*) 的 算 子 关系 进行 
运算 。 方 程式 (7.12) 是 严格 正 实 误差 方程 ， 因 为 M(s) 为 严格 正 实 函 数 ， 所 以 可 考虑 
采用 以 下 形式 的 可 调 参 数 自 适应 律 
Go =—geor 全 
大 g>0) (7.13) 
这 里 有 两 点 要 求 : 外 >0， 一 般 心 >0 由 设计 者 选 定 , 因此 需要 知道 对 象 , 的 符号 ; M 
是 严格 正 实 的 。 即 参考 模型 的 类 别 受 到 限制 ， 只 能 是 严格 正 实 的 传递 函数 。 
首先 假设 + 是 有 界 的 ， 所 以 y, 也 是 有 界 的 ， 自 适应 控制 系统 的 误差 方程 可 用 以 下 微分 
方程 组 描述 

















名 三 一 an6 + kp (G7 + 9,e0 + ,yn) 
p=—ger (7.14) 
9, =—ge? — geoyn 

式 中 最 后 一 个 方程 运用 了 y, = e, 十 », 的 关系 。 选 用 以 下 李 雅 普 诺 夫 函 数 


























Ve.0)= + 人 (0 +) (7.15) 
沿 式 (7.14) 的 轨 线 对 式 (7.15) 取 时 间 导 数 有 
V=—a,e? + kop,eor + kop,e? 十 好 Je] 
kp,eor — keg,es — kp,eoy, = —ane? <0 


因此 ， 该 自 适应 控制 系统 在 李 雅 普 诺 夫 稳定 的 意义 下 是 稳定 的 。 即 对 于 任意 初始 条 
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件 ，e,,g,,9, 痢 是 有 界 的 。 根 据 式 (7.14) 可 知 ，6 也 是 有 界 的 。 矿 是 单调 减 函数 ， 而 且 有 
下 界 ， 即 
[A = -a, |, eat =V()-V(0)<~ 
根据 有 关 推论 ， 当 上 一 c 时 ，e( 虽 一 0。 
上 述 算 法 称 为 直接 控制 算法 ， 因 为 这 种 自 适 应 算法 直接 用 来 改进 控制 量 的 参数 C, 和 
d,。 还 有 间接 控制 方法 ， 这 里 就 不 作 介绍 了 。 






































下 面 给 出 自 适应 控制 系统 的 具体 结构 ， 如 图 7.3 所 示 。 图 中 +、 表示 自 适应 调整 
的 增益 ， 虚 框 内 部 分 由 自 适应 的 计算 机 软件 或 模拟 计算 机 来 实现 。 图 中 乘法 符号 上 的 
六 乒 、 忆 为 自 适应 算法 的 系数 。 CWy 、d 为 自 适应 控制 器 的 标 称 参数 。 即 在 正常 情况 下 ， 
前 馈 增益 Ci、 反 馈 增益 d， 和 对 象 ,/(s + ar) 所 组 成 的 反馈 控制 系统 ， 其 传递 函数 恰好 与 
参考 模型 的 传递 函数 相 匹 配 。 如 果 对 象 的 参数 ,和 a, 发 生 了 变化 ， 则 误差 e,(k) 二 0。 通 
过 自 适应 律 的 信号 调整 , 将 使 误差 e,(k) = 0 。 可 调 系统 与 参考 模型 的 输出 将 再 次 达到 一 致 。 
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7.3 一 阶 自 适应 控制 系统 结构 图 


以 上 讨论 的 是 最 简单 的 一 阶 系统 自 适 应 律 的 推导 。 这 些 基 本 思路 ， 对 于 分 析 和 设计 复 
杂 的 高 阶 系统 具有 指导 意义 。 


7.4 自 校 正 控制 系统 








当 过 程 的 随机 、 时 灌 、 时 变 和 非 线 性 特性 比较 明显 时 ， 采 用 常规 的 PID 调节 器 很 难 收 
到 良好 的 控制 效果 ， 甚 至 无 法 达到 基本 要 求 。 此 外 ， 在 初次 运行 或 者 工 况 发 生变 化 时 ， 都 
需要 重新 确定 PID 参数 ， 这 非常 耗费 时 间 。 如 果 采 用 自 校正 控制 技术 ， 上 述 问题 都 能 得 到 
辕 满 解决 。 理 论 分 析 和 应 用 结果 表明 ， 自 校正 控制 技术 特别 适用 于 结构 部 分 已 知 和 参数 未 
知 而 恒定 或 缓慢 变化 的 随机 受 控 系 统 。 由 于 大 多 数 工业 对 象 都 具有 这 些 特征 ， 再 加 上 自 校 
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正 控制 技术 理解 直观 ， 实 现 简单 且 经 济 ， 因 此 它 在 工业 过 程控 制 中 已 得 到 了 广泛 的 应 用 ， 
现 已 成 为 十 分 重要 的 一 类 自 适 应 控制 系统 。 

Gibson 在 1962 年 给 出 了 自 校 正 控 制 系统 的 定义 : 一 个 自 校正 控制 系统 必须 连续 地 提 
供 受 控 系 统 的 当前 状态 信息 ， 也 就 是 必须 对 过 程 进行 辨识 ， 然 后 ， 将 系统 的 当前 性 能 与 期 
望 的 或 最 优 的 性 能 进行 比较 ， 做 出 使 系统 趋向 期 望 的 或 最 优 的 性 能 的 决策 ， 最 后 ， 必 须 对 
控制 器 进行 适当 的 修正 ， 以 驱使 系统 接近 最 优 状态 。 这 就 是 一 个 自 适应 控制 系统 必须 具备 
的 3 个 内 在 功能 。 

自 校正 控制 系统 的 典型 结构 如 图 7.4 所 示 。 这 类 自 适应 控制 系统 的 一 个 主要 特点 是 具 
有 一 个 被 控 对 象 数 学 模型 的 在 线 辨识 环节 。 由 于 估计 的 是 对 象 参 数 ， 而 调节 器 参数 还 要 求 
解 一 个 设计 问题 才能 得 出 。 这 种 自 适 应 调节 器 的 内 环 包括 被 控 对 象 和 一 个 普通 的 线性 反馈 
调节 器 ， 这 个 调节 器 的 参数 由 外 环 调节 ， 外 环 则 由 一 个 递 推 参数 估计 器 和 一 个 设计 机 构 所 
组 成 。 这 种 系统 的 过 程 建 模 和 控制 的 设计 都 是 自动 进行 的 ， 每 个 采样 周期 刷新 一 次 。 这 种 
结构 的 自 适 应 控制 器 之 所 以 称 为 自 校正 调节 器 ， 主 要 是 为 了 强调 控制 器 能 自动 校正 本 身 的 
参数 ， 以 得 到 希望 的 闭环 性 能 。 



























































对 象 参 数 估计 











设计 机 构 





调节 参数 估计 


一 -人 一 训 节 器 妈 | 被 控 对 象 二 - 


7.4 自 校 正 控制 系统 的 典型 结构 


自 校正 控制 是 目前 应 用 最 广 的 一 类 自 适应 控制 方法 ， 它 的 基本 思想 是 将 参数 估计 递 推 
算法 与 各 种 不 同类 型 的 控制 算法 结合 起 来 ， 形 成 一 个 能 自动 校正 控制 器 参数 的 实时 计算 机 
控制 系统 。 根 据 所 采用 的 不 同类 型 的 控制 算法 ， 可 以 组 成 不 同类 型 的 自 校正 控制 器 。 下 面 
简要 介绍 基于 单 步 预测 的 最 小 方差 控制 、 广 义 最 小 方差 控制 、 基 于 多 步 预报 和 滚动 优化 的 
预测 控制 。 这 三 类 控制 算法 , 尽管 复杂 程度 不 同 , 但 都 是 基于 优化 某 种 性 能 指标 而 设计 的 。 
而 极点 配置 自 校正 抑制 与 PID 自 校正 控制 , 这 两 类 自 校正 控制 算法 则 是 基于 经 典 控制 理论 
而 设计 的 。 
7.4.1 最 小 方差 自 校正 控制 器 


最 小 方差 自 校正 调节 器 ， 是 1973 年 由 Astrom 和 Wittenmark 提出 的 。 它 按 最 小 输出 方 
差 为 目标 设计 自 校正 控制 律 ， 用 递 推 最 小 二 乘 估计 算法 直接 估计 控制 器 参数 。 它 是 一 种 最 
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简单 的 自 校正 控制 器 。 最 小 方差 控制 的 基本 思想 是 : 由 于 一 般 工 业 对 象 存在 纯 延 迟 q， 当 
前 的 控制 作用 要 滞后 4 个 采样 周期 才能 影响 输出 。 因此， 要 使 输出 方差 最 小 ， 就 必须 提前 
4 步 ， 对 输出 量 做 出 预测 。 然 后 ， 根 据 所 得 的 预测 值 来 设计 所 需 的 控制 。 这 样 ， 通 过 连续 
不 断 的 预测 和 控制 ， 就 能 保证 稳 态 输出 方差 为 最 小 。 因 此 ， 实 现 最 小 方差 控制 的 关键 在 于 
预测 。 












































1， 预 测 模型 
已 知 被 控 对 象 的 数学 模型 
A(z ' )y(k)=2"B(z uk) + C(z )e(k) (7.16) 
式 中 
A(z"')=1+az7 + +a 2 " ， 
B(z7')=1+h27 + +b, 2" ,BE{E(D=0，EfeODEOD 三 | 一 7 
O01] 


C(Gz=1+az ++ ez" 

段 定 C(z ') 是 Hurwitz 多 项 式 ， 即 C(z ') 的 根 位 于 -Z 平面 的 单位 圆 内 。 对 于 过 程 

式 (7.16)， 到 上 时 刻 为 止 的 所 有 输入 输出 观测 数据 可 记 作 
= 人 DO, 一 D uC 一 D… 
基于 {fy ,tw} 对 (k 十 d) 时刻 输出 的 预测 ， 记 作 ((k 十 4)k) ， 预 测 误差 记 作 
Tk+AR) SE vk+d)— yk+d)|k) 

则 提前 4 步 最 小 方差 预测 的 结果 可 归纳 成 为 以 下 定理 。 

定理 7.1 最 优 4 步 预测 。 

使 预测 误差 的 方差 录 { 关 (+d)|} 为 最 小 的 @& 步 最 优 预测 了 (t+d)16 必须 满足 
方程 





CG K+ A =G 7(OD+FG uk) (7.17) 

式 中 
F(z"')= E(z"')B(z"') (7.18) 
C(z"')= A(z"")E(z"')+2z"“G(z"') (7.19) 


E(z ')=1+ez' ee 
G(z ')=g0 +gz ++g 2 
Fl )=h+tfe tthe 


E(z'),G(z"") 和 F(z ') 的 阶 次 分 别 为 4 一 1 、n, 一 1 和 二 +d 一 1， 这 时 最 优 预 测 误差 
的 方差 为 


E{Y (kK+d)A)}={+ De} (7.20) 
F G 
VEtd)= Ele(k+d)}+ u(t (721) 
称 为 预测 模型 ， 而 式 (7.17) 称 为 最 优 预 测 器 方程 ， 式 (7.19) 称 为 Diophantine 方程 。 
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当 A(z"'),B(z'),C(z"') 和 4d 已 知 时 ， 可 用 (7.19) 式 两 边 z 1! 的 同 徊 项 系数 相等 ， 求 解 获 
得 E(z-…) 和 G(z 0 的 系数 ， 进 而 可 求 得 F(z-) 。 

2. 最 小 方差 控制 

假设 B(z"') 是 Hurwitz 多 项 式 ， 即 过 程 是 最 小 相位 或 逆 稳 定 的 ， 则 有 以 下 定理 。 

定理 7.2 最 小 方差 控制 。 

假定 控制 的 目标 是 使 实际 输出 y(k 十 d) 与 希望 输出 y,(k 十 d) 之 间 误 差 方差 为 最 小 , 则 
最 小 方差 控制 律 为 

F(z uk)=y,(ktad)+[C(2 )—1]y (k+dlk)—G(z )y(k) (7.22) 
对 于 调节 器 问题 ， 可 以 设 y,(k 十 d)=0， 则 最 小 方差 控制 律 式 (7.22) 简 化 为 
F(z )u(k)=—G(z ')y(k) 








G(z-') 
F(z- 0) 
调节 系统 的 结构 如 图 7.5 所 示 。 


GCC) 
ER) 





u(k)=— Jy(k)=— p(k) (7.23) 
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图 7.5 最 小 方差 调节 器 的 结构 图 


由 结构 很 容易 得 到 闭环 系统 方程 
CF CBF ” 
p(k) pe a(K)= F(z  )e(h) 
CG 
AF +z "BG 
由 方程 (7.24) 和 图 7.5 都 可 以 看 出 , 最 小 方差 控制 的 实质 , 就 是 用 控制 器 的 极点 (F(z7') 
的 零点 ) 去 对 消 对 象 的 零点 ( B(z-') 的 零点 )。 当 B(z 一 ) 不 稳定 时 ， 输 出 虽 大 多 数 有 界 ， 但 对 
象 输入 将 按 指数 增长 并 达到 饱和 ， 最 后 导致 系统 不 稳定 。 因 此 ， 采 用 最 小 方差 控制 时 ， 要 
求 对 象 必须 是 最 小 相位 的 ， 这 也 是 这 种 方法 的 一 个 缺点 。 它 的 另 一 个 缺点 是 : 最 小 方差 控 
制 对 靠近 单位 圆 的 稳定 零点 非常 灵敏 ， 在 设计 时 要 加 以 注意 。 


























(7.24) 
u(k)= 





CG 性 
ea(k)=— CB a(k)=— e(k) 
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3， 最 小 方差 自 校正 调节 器 


当 被 控 对 象 模型 式 (7.16) 的 参数 未 知 时 ， 将 递 推 最 小 二 乘 参数 估计 和 最 小 方差 控制 相 
结合 ， 就 形成 了 最 小 方差 自 校正 调节 器 。 





[ 例 7.2] 求 对 象 的 最 小 方差 控制 u(k) 和 输出 方差 
VR)+ay(k—l)=buk—2)+e(k)+ae(k—l) 
[ 解 ] 已 知 4(z =1+42， B(z"')=b, C(z"')=1+oz"', d=2 
根据 对 5,F,G 的 要 求 有 
G(z)=8g，E( 0)=1+eaz，F(z)= 太 二 








式 (7.19) 可 得 











@=0—4, g=a(a—o) 
hh=bh, f=b(c—a) 
若 y,(k 十 d)=0， 根 据 式 (7.23) 可 得 最 小 方差 控制 
__1: a(a 0) 
u(k)= 而 0 ee ED 人 
若 将 mw = 一 0.9，4b, =0.5，c =0.7 代 入 ， 则 有 
1.44 
u(h)= W008 *®) 
输出 方差 
Efy*(k)}=(1+1.6’)o? =3.560 
如 果 不 加 控制 ， 根 据 对 象 方程 
py(k)=0.9y(k—D)+e(k)+0.7e(k—1l) 
可 得 出 当 w( 有 )==0 时 , 输出 方差 为 
E{y’(k)} =14.470* 











此 例 说 明 ， 采 用 最 小 方差 控制 可 使 输出 方差 减 小 约 3/4。 对 于 大 型 工业 过 程 ， 输 出 方 
差 减 小 意味 着 产品 质量 的 提高 ， 会 带 来 巨大 的 经 济 效益 。 


7.4.2 广义 最 小 方差 自 校正 控制 


为 了 克服 最 小 方差 控制 的 不 足 (如 不 适 于 非 最 小 相位 系统 、 输 入 控制 作用 未 受 约束 等 )， 
1975 年 英国 的 Clark 和 Gawthrop 提出 了 广义 最 小 方差 控制 算法 。 它 的 基本 思想 是 在 性 能 
指标 中 引入 了 对 控制 的 加 权 项 ， 从 而 限制 了 控制 作用 过 大 的 增长 。 另 外 ， 只 要 适当 选择 性 
能 指标 中 各 加 权 多 项 式 ， 可 使 非 最 小 相位 系统 稳定 。 这 种 算法 仍 采 用 的 是 单 步 预测 模型 。 
因此 ， 保 留 了 最 小 方差 自 校正 控制 算法 简单 的 优点 ， 获 得 了 广泛 的 应 用 。 

这 里 只 简要 介绍 加 权 最 小 方差 控制 。 

对 于 被 控 对 象 

























































































A(z')y(k)=z"B(z ')u(k) + C(z ')e(k) 
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指标 函数 为 
T=E{[O(k+ qd) — Re OF +[LAG uF} (7.25) 
式 中 ，%K 十 加 = P(z 1)y(k 十 d),r(k) 是 参考 输入 ; p(z 0) ，R( ) ，4(2) 分 别 为 对 实 
际 和 输出、 希望 输出 和 控制 输入 的 加 权 多 项 式 。 设 计 的 目的 是 选择 控制 律 vt) ， 使 式 (7.25) 
中 的 .7 为 最 小 。 
为 使 设计 简化 ， 可 把 求 指标 函数 .7 为 最 小 转换 为 求解 广义 输出 方差 为 最 小 ， 因 此 要 引 
入 辅助 系统 

















S(k+d)= 9(k+d)— R27 )r(k) + 外 4 )z(D (7.26) 
式 中 ， 为 是 加 权 多 项 式 4(z-') 的 常数 项 ，b, 是 多 项 式 B(z-) 的 常数 项 ，S(k 十 d) 称 为 辅助 
系统 的 广义 输出 。 现 在 的 问题 是 求 出 允许 控制 u(k) ， 使 得 广义 输出 S(k 十 d) 的 方差 
E{[S(k 十 d 叶 } 为 最 小 。 











_ CRr(K) — Gy(k) 
| RADBE 

因此 ， 只 要 适当 选择 如 和 多 项 式 p(z-0) ， 就 可 以 获得 较 好 的 闭环 特性 ， 对 控制 作用 的 
大 小 也 有 一 定 的 约束 。 这 样 ， 广 义 最 小 方差 控制 就 可 以 用 于 非 最 小 相位 系统 了 。 
7.4.3 多 步 预测 的 自 适应 控制 


预测 控制 从 19 世纪 70 年 代 末 出 现 至 今 ， 虽 仅 有 几 十 年 的 历史 ， 但 它 的 应 用 ， 特 别 是 
在 复杂 的 石油 化 工 过 程 中 的 应 用 已 相当 广泛 。 预 测控 制 算法 已 由 最 初 的 用 非 参 数 模型 描述 
而 且 只 适用 于 稳定 对 象 的 模型 算法 控制 (Model Arithmetic Control，MAC ) 发 展 到 目前 可 适 
于 不 稳定 系统 、 非 最 小 相位 系统 以 及 其 他 复杂 系统 的 广义 预测 控制 (Generalized 
Predictive Control, GPC)。 
下 面 简单 介绍 预测 控制 的 基本 思想 。 
预测 控制 的 各 种 算法 在 形式 上 虽然 各 有 不 同 ， 但 其 基本 思想 和 机 理 在 本 质 上 是 相 | 
的 。 预 测控 制 可 由 预测 模型 、 滚 动 优化 、 反 馈 校正 三 大 特征 所 概括 。 
预测 控制 对 模型 的 要 求 不 同 于 其 他 传统 的 控制 ， 它 强调 的 是 模型 的 功能 而 不 是 结构 ， 只 
要 模型 可 利用 过 去 已 知 的 数据 预测 未 来 系统 输出 行为 就 可 以 作为 预测 控制 的 模型 。 例 如 ， 
永 冲 响应 模型 、 阶 跃 响应 模型 以 及 易于 在 线 辨识 并 能 描述 不 稳定 系统 的 CARMA 模型 和 
CARIMA 模型 都 可 以 作为 预测 模型 。 
预测 控制 是 一 种 优化 控制 算法 ， 其 优化 过 程 是 反复 在 线 进行 的 ， 采 用 的 是 滚动 式 的 有 
恨 时 域 优化 策略 。 虽 然 这 种 局 部 的 有 限时 域 的 优化 目标 使 它 只 能 获得 全 局 的 次 优 解 ， 但 
于 这 种 优化 过 程 是 在 线 反复 进行 的 ， 可 更 及 时 地 校正 因 模型 失 配 、 时 变 和 干扰 等 引起 的 不 
确定 性 ， 始 终 把 优化 过 程 建 立 在 实际 过 程 中 获得 的 最 新 信息 的 基础 上 ， 因 此 可 以 获得 鲁 棒 
性 较 好 的 结果 。 由 于 实际 系统 存 着 非 线 性 、 时 变 、 模 型 失 配 和 干扰 等 不 确定 因素 ， 使 得 基 
于 模型 的 预测 不 可 能 与 实际 情况 完全 相符 。 在 预测 控制 中 ， 通 过 输出 的 实测 值 与 模型 的 预 
测 值 相 比较 ， 得 出 模型 的 预测 误差 ， 再 利用 它 来 校正 模型 的 预测 ， 从 而 得 到 更 为 准确 的 输 


u(k) (7.27) 
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出 预测 值 。 正 是 这 种 由 模型 预测 再 加 反馈 校正 的 过 程 使 预测 控制 具有 很 强 的 抗 干扰 性 和 克 
服 系统 不 确定 性 的 能 
如 图 7.6 所 示 的 预测 控制 基本 结构 框图 说 明了 预测 控制 的 基本 思想 。 
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图 7.6 预测 控制 基本 结构 框图 


20 世纪 80 年 代 以 来 ， 已 出 现 了 许多 基于 参数 模型 ， 如 CARMA、CARIMA 和 状态 空 
间 模 型 的 预测 控制 算法 ， 其 中 最 具 代表 性 的 是 1987 年 Clark 等 提出 的 广义 预测 控制 (GPC) 
算法 。GPC 算法 采用 的 模型 是 CARIMA 模型 ( 即 受 控 自 回归 积 分 滑动 平均 过 程 模 型 ), 它 是 
CARMA 模型 的 一 种 发 展 ,， 适 用 于 存在 非 平稳 随机 扰动 的 情况 。 将 积分 引入 控制 律 中 ， 可 
自然 消除 由 于 非 零 设 定 值 和 阶 跃 负载 扰动 引起 的 静 差 。 

预测 控制 作为 一 种 复杂 控制 的 策略 和 方法 ,产生 于 实际 应 用 的 需要 。 对 于 它 的 理论 研 
究 至 今 仍 很 薄弱 。 泪 前 的 理论 研究 主要 集中 于 解释 预测 控制 的 机 理 及 和 鲁 棒 性 好 的 原因 ， 导 
出 设计 参数 与 闭环 特性 间 的 定量 关系 ， 为 设计 提供 指导 等 。 具 体 地 说 ， 以 下 几 个 方面 的 研 
究 较 活跃 。 

(1) 通过 把 预测 控制 算法 转换 为 某 种 控制 结构 ， 如 内 模 控 制 、 状 态 反 馈 与 观测 器 、 二 
次 型 最 优 控制 等 ， 以 解释 预测 控制 算法 的 机 理 。 

(2) 导出 预测 控制 的 闭环 传递 函数 ， 分 析 各 种 设计 参数 对 系统 稳定 性 的 影响 ， 或 者 在 
特殊 的 控制 策略 下 ， 定 量 分 析 各 种 参数 对 系统 稳定 性 和 和 鲁 棒 性 的 影响 。 

(3) 由 于 复杂 工业 控制 对 象 通常 是 多 变量 和 存在 耦合 关系 的 ， 因 此 ， 深 入 研究 多 变量 
情况 下 具有 各 种 不 同性 能 指标 和 不 同 约束 条 件 时 的 优化 策略 ， 是 预测 控制 进一步 研究 的 
课题 。 

7.4.4 ”极点 配置 自 校 正 控 制 简介 








极点 配置 的 主要 思想 是 寻求 一 个 反馈 控制 律 ， 使 得 闭环 传递 函数 的 极点 位 于 希望 的 
位 置 。 
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1， 对 象 参数 已 知 时 极点 配置 的 设计 
被 控制 的 过 程 由 以 下 方程 描述 
4 人 (2 ' )y(k) = B(z Ju(k) +V(k) (7.28) 
式 中 ，V(k) 为 扰动 ， 假 设 4 和 B 互 质 。 
从 参考 输入 + 到 希望 的 输出 响应 y, 可 由 以 下 动态 方程 描述 
































A = Br (7.29) 
采用 以 下 线性 控制 器 方程 
Ru=Tr—Sy (7.30) 
式 中 的 多 项 式 R、S、7 如 图 7.7 所 示 。 从 式 (7.28) 和 式 (7.30) 中 消去 wu ， 可 得 

y= 27 + 一 人 (7.31) 

AR+BS AR+BS 

为 了 获得 希望 的 输入 -输出 响应 ， 下 列 条 件 必须 成 立 

BT B, 

AR+BS 去 SR (7.32) 


因此 ， 极 点 配置 设计 的 任务 就 是 选择 RS 和 7T， 使 其 满足 式 (7.32)。 


站 
ro 了 | 3 “| .六 全 
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图 7.7 控制 系统 的 结构 
2， 自 校正 极点 配置 控制 


下 面 讨论 在 被 控 过 程 4、B 和 C 未 知 的 情况 下 如 何 实 现 自 校正 。 

自 校正 控制 的 设计 思想 是 将 未 知 参数 的 估计 和 控制 器 的 设计 分 开 独 立 进行 ,过程 的 未 
知 参 数 用 递 推 方法 在 线 估计 ， 估 计 出 来 的 参数 看 成 是 真 参数 而 不 考虑 估计 误差 的 方差 。 该 
法 称 为 确定 性 等 价 原理 。 将 递 推 参数 估计 算法 和 极点 配置 的 控制 算法 结合 起 来 ， 就 可 得 到 
一 种 间接 的 自 适 应 控制 算法 。 间 接 的 含义 是 指控 制 器 参数 不 直接 更 新 ， 而 是 通过 估计 过 程 
模型 参数 间接 实现 更 新 控制 器 的 参数 。 

如 果 把 估计 模型 按 控制 器 的 参数 重新 参数 化 ， 就 不 需要 估计 过 程 参数 ， 而 应 直接 估计 
控制 器 参数 。 由 此 得 到 的 控制 算法 称 为 直接 自 适 应 算法 。 

对 于 确定 性 的 伺服 跟踪 问题 ， 极 点 配置 的 设计 方法 直观 、 简 单 、 动 态 响应 好 。 目 前 已 
获得 了 较 广 泛 的 应 用 。 

还 有 自 校正 PID 控制 方法 。 自 校正 PID 控制 器 是 自 校正 控制 思想 与 常规 PID 调节 器 相 
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结合 的 产物 。 它 吸收 了 两 者 的 优点 。 自 校正 PID 调节 器 需要 整定 的 参数 少 ， 而 且 能 够 在 线 
地 调整 这 些 参 数 ， 从 而 增强 了 控制 器 的 自 适 应 能 力 ， 并 在 工业 中 获得 了 实际 的 应 用 。 























7.5 其 他 形式 的 自 适应 控制 器 简介 


除了 模型 参考 自 适应 控制 系统 和 自 校正 控制 系统 外 ,还 有 许多 其 他 类 型 的 自 适应 控制 
系统 。 这 些 系统 尽管 在 理论 和 应 用 上 还 存在 一 些 尚 待 解决 的 问题 ， 但 它们 各 有 特色 ， 在 有 
些 情况 下 ， 甚 至 表现 出 相当 大 的 优越 性 。 下 面 简单 扼要 地 加 以 介绍 。 

(1) 自 寻 最 优 控制 系统 。 

自 寻 最 优 控制 系统 是 一 种 自动 搜索 和 保持 系统 输出 位 于 极 值 状态 的 控制 系统 。 它 一 般 
不 要 求 建立 被 控 对 象 的 数学 模型 ， 而 直接 用 于 具有 漂移 型 极 值 特 性 或 其 他 非 线性 特性 的 工 
业 对 象 。 由 于 自 寻 最 优 控制 系统 的 这 种 自 适应 能 力 ， 以 及 它 易 于 理解 和 容易 实现 ， 已 使 它 
成 为 一 种 很 有 发 展 前 景 的 自动 化 技术 。 

(2) 变 结构 控制 系统 。 

变 结构 控制 是 对 具有 不 确定 性 动力 学 的 系统 进行 控制 的 一 种 重要 方法 。 对 于 状态 空 
间 的 一 个 特定 子 空间 中 的 参数 变化 和 外 部 扰动 ， 这 种 控制 具有 完全 的 或 较 高 的 鲁 棒 性 或 
不 变性 。 

变 结构 系统 一 般 由 一 个 线性 受 控 对 象 和 一 个 变 结构 控制 器 构成 。 控 制 器 中 含有 一 个 逻 
辑 环节 ， 它 操纵 着 控制 器 结构 的 变更 。 当 对 象 状态 穿越 状态 空间 中 的 某 个 事先 规定 的 切换 
面 时， 控制 器 的 结构 就 发 生变 化 ， 近 似 系统 状态 沿 切换 曲面 作 渐 近 稳 定 的 滑动 ， 从 而 部 分 
地 或 完全 地 实现 系统 状态 对 参数 变化 和 扰动 的 不 变性 。 即 一 个 变 结构 控制 系统 的 滑动 模 态 
与 受 控 对 象 的 某 些 参数 和 扰动 无 关 。 因 此 ; 变 结构 控制 方案 也 能 有 效 地 用 于 参数 具有 不 确 
定性 和 时 变性 的 被 控 对 象 。 此 外 ， 它 还 具有 降 阶 、 解 看、 响应 速度 快 、 动 态 特 性 好 及 容易 
实现 等 优点 。 

(3) 模糊 自 适 应 控制 系统 。 

模糊 自 适应 控制 系统 是 一 种 简单 的 学 习 控 制 系统 。 它 的 主要 优点 是 对 参数 变化 和 环境 
变化 不 灵敏 ， 能 用 于 非 线性 和 多 变量 复杂 对 象 ， 而 且 收敛 速度 快 ， 鲁 棒 性 也 好 ， 特 别 是 它 
能 在 运行 过 程 中 不 断 修正 自己 的 控制 规则 ， 以 改善 系统 的 控制 性 能 。 

(4) 基于 人 工 神 经 网 络 的 自 适应 控制 系统 。 

神经 元 网 络 的 研究 始 于 20 世纪 50 年 代 末 60 年 代 初 ， 直 到 20 世纪 80 年 代 中 期 在 各 
个 领域 ， 特 别 是 在 信息 工程 和 控制 工程 方面 又 重新 活跃 起 来 。 这 主要 是 神经 元 网 络 具 有 非 
线性 描述 ， 并 行 分 布 处 理 、 硬 件 实现 、 学 习 和 适应 、 数 据 融合 等 重要 特性 。 从 控制 理论 的 
观点 看 ， 能 够 对 非 线性 控制 系统 进行 描述 和 处 理 ， 也 许 是 神经 网 络 最 主要 的 和 最 吸引 人 的 
特点 。 
内 模 控制 (nternal Model ControD) 也 是 一 种 重要 的 控制 结构 ， 近 年 来 在 有 关 过 程控 制 的 
文献 中 其 讨论 较 多 。 将 其 与 神经 网 络 结合 ， 可 以 构成 基于 神经 网 络 的 非 线 性 内 模 控制 。 
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(5) 智能 自 适应 控制 系统 。 

智能 控制 是 人 工 智能 、 运 筹 学 和 控制 理论 相 结合 的 产物 。 智 能 自 适 应 控制 是 利用 人 工 
智能 中 的 模式 识别 、 推 理 规则 、 学 习 、 专 家 系统 和 智能 搜索 等 方法 ， 整 定 、 校 正和 优化 自 
适应 控制 参数 ， 选 择 工作 模式 ， 处 理 异 常事 故 ， 圆 满 完成 实时 控制 任务 。 























7.6” 解 耦 控制 


一 些 较 复杂 的 设备 或 装置 ， 其 本 身 所 要 求 的 被 控制 参数 往往 较 多 。 因 此 ， 必 须 设 置 多 
个 控制 回路 对 该 种 设备 进行 控制 。 由 于 控制 回路 增加 ， 往 往 会 在 它们 之 间 造 成 相互 影响 的 
耦合 作用 ， 即 系统 中 每 一 个 控制 回路 的 输入 信号 对 所 有 回路 的 输出 都 会 有 影响 ， 而 每 一 个 
可 路 的 输出 又 会 受到 所 有 输入 的 作用 。 要 想 一 个 输入 只 去 控制 一 个 输出 几乎 不 可 能 ， 这 就 
构成 了 “耦合 ”系统 。 由 于 耦合 关系 的 存在 ， 往 往 使 系统 难以 控制 、 性 能 很 差 。 

耦合 对 象 在 耦合 严重 的 情况 下 ， 按 照 被 控制 变量 与 操作 变量 单一 结合 ， 构 成 丑 个 单 匠 
路 控制 系统 ， 常 常 满足 不 了 生产 过 程 对 控制 系统 的 要 求 。 即 使 耦合 不 太 严重 ， 由 于 对 调节 
品质 要 求 较 高 ， 耦 合 因素 的 存在 也 是 提高 系统 品质 的 一 个 障碍 。 因 此 ， 从 工程 应 用 的 角度 
提出 设计 一 个 解 耦 网 络 ， 使 克 合 的 对 象 变 成 一 个 无 耦合 的 控制 对 象 ， 或 者 耦合 程度 极其 轻 
微 的 控制 对 象 。 

所 谓 解 耦 控制 系统 ， 就 是 采用 某 种 结构 ， 寻 找 合适 的 控制 规律 来 消除 系统 中 各 控制 回 
路 之 间 的 相互 耦合 关系 ， 使 每 一 个 输入 只 控制 相应 的 一 个 输出 ， 每 一 个 输出 又 只 受到 一 个 
控制 的 作用 。 大 多 数 耦 合 控制 是 多 输入 多 输出 系统 ， 用 经 典 控制 理论 的 知识 描述 多 输入 多 
输出 系统 和 分 析 系 统 的 特性 ,存在 一 定 的 局 限 性 ， 且 很 难 完 全 解压 。 并 且 ， 经 典 控制 理论 
的 时 域 或 频 域 的 设计 很 大 限度 上 依赖 设计 者 的 经 验 , 例如 PID 解 看 控制 器 , 仅仅 靠 PID 三 
个 参数 调节 ,再 加 上 其 他 辅助 的 控制 算法 ， 其 工作 状态 很 难 确定 。 
因此 ， 需 要 建立 多 输入 多 输出 复杂 系统 的 解 耦 控 制 传递 函 数 矩 阵 。 通 过 状态 方程 描述 
的 系统 ， 可 以 对 系统 内 部 变量 的 变化 状态 进行 分 析 和 控制 ， 可 以 很 好 地 解决 变量 之 问 的 耦 
合 关系 ， 并 且 能 够 完全 解 耦 。 解 耦 控制 就 是 通过 解 碍 环节 ， 使 存在 耦合 的 被 控 过 程 中 每 个 
控制 变量 的 变化 只 影响 其 配对 的 被 控 参数 ， 而 不 影响 其 他 控制 回路 的 被 控 参数 。 这 样 就 把 
多 变量 耦合 控制 系统 分 解 为 若干 个 相互 独立 的 单 变量 控制 系统 。 对 角形 解 耦 方法 属于 典型 
的 解 耦 设 计 方 法 。 
7.6.1 一 般 原理 


一 个 nxn 的 耦合 控制 对 象 被 控制 变量 与 操作 变量 的 关系 为 : 
c(s) Ri(s) kal) :0) m(s) 
cz(S) 匡 kls) ks(s) … Fk,(s) m,(s) 















































































































































Cs) LHC) ks(s) 7 k,ls) m,(s) 
或 简 记 为 C(s)= K(s)M(s) 








a(s) 


ca -| = 


C,(s) 


现在 要 求 将 耦合 对 象 开 (Cs) 改变 成 一 个 对 角形 矩阵 K、(s) ， 即 


mi(s) ki(s) k,(s) 1 k,(s) 
;MI(s)= WA ,K(s)= 全 EE 网 名 (7.35) 
m,(s) kls) k, ,(5) "ks) 
hs) 0 1. 0] 
0 kb(s) … 0 
K(s)=| . 了 (7.36) 
0 0 2 hk,(s)] 


KK (s) 除 主 对 角 线 保留 原 和 矩阵 K(s) 的 元 素 外 , 其 他 位 置 上 的 元 素 均 为 零 .假设 在 M(s) 


的 输出 端 有 一 个 nxn 的 矩阵 D(s) 。 D(s) 为: 


DiG) D,(s) … D,(s)] 


项 D» … _D, 
D(s)= I 9 3 2 (7.37) 





Du D,, ,9) “— D,,(s)] 


并 使 K(s) 与 D(s) 的 乘积 等 于 及 (s) ， 即 


K(s)D(s)= K, (s) (7.38) 


由 式 (7.38) 求 得 解 耦 矩 阵 


D(s)= K(s)' Ks) (7.39) 


式 中 ，K(s)” 为 矩阵 天 (3) 的 逆 阵 , 假设 K(s) 为 一 个 非 奇 异 方 阵 , 则 有 逆 阵 存在 。K(s)" 按 


下 式 计算 ; 


K(s) = (7.40) 


i j* 


其 中 ，K'(s) 称 为 矩阵 K(s) 的 伴随 矩阵 ， 记 为 : 


这 里 名 (5) (i,j=1,2, 


Ki(s) kl(s) 1 kls) 


ks(s) ks(s) … hk, 
LO 全 和 (7.4D 


has(s) ks(s) «hk,(s) 


…n) 表 示 和 矩阵 K(s) 的 元 素 (s) 的 代数 余子 式 。 注意 , 矩阵 下 (s) 


元 素 的 排列 同 (s) 的 位 置 不 是 一 一 对 应 关系 ， 而 是 转 置 对 应 的 关系 ， 即 (s) 的 代数 余子 
式 是 放置 在 第 j 行 与 第 i 列 交叉 的 位 置 上 。 厂 (s) 的 代数 余子 式 为 (-1) YA， 其 中 和 为 矩阵 
K(s) 去 掉 第 i 行 与 第 j 列 余下 的 (n-1)x(n-1) 和 矩阵 的 行列 式 。 











7.6.2 ”静态 解 耦 





当 各 个 控制 通道 与 耦合 支 路 的 传递 函数 都 有 比较 相近 的 动态 特性 ， 或 者 这 些 通道 动态 
部 分 的 等 效 时 间 常 数 均 较 小 时 ， 静 态 解 耦 具有 相当 好 的 效果 。 所 谓 静 态 解 耦 ， 是 指 解 耦 网 
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络 矩 阵 为 定常 的 线性 矩阵 。 下 面 以 一 个 2x2 等 时 间 常 数 和 矩阵 为 例 ， 其 对 象 特性 为 
0.7 03 
5s+1 535s+1 
0.3 0.7 
5s+1 S$s+1 


























G(s)= 








则 解 耦 矩阵 为 ; 
D(s)=G(s)"'G, (s) 
1 0 /03 0.7 
_0.40 |5s+1l Ss+l Ss+1 











(Cs+D| -03 07 0.7 
Ss+1 $s+l Ss+l1 
07 
[1.75G5s+1) -0.75(5s +D]| ss+1 
| ed ON XO 
Ss+1 


=0525 1.225 
这 个 例子 说 明 ， 在 各 通道 特性 比较 相近 的 情况 下 ， 可 以 不 考虑 动态 部 分 的 影响 ， 而 直 
接 将 静态 增益 矩阵 K 代入 式 (7.40)， 可 以 得 到 所 要 求 的 解 耦 矩阵 。 我 们 称 这 种 按 静 态 增 荔 
直接 计算 解 厅 和 矩阵 的 方法 为 静态 解 厢 ， 即 按 和 矩阵 


-| 1.225 | 


kh hh 
kb hk, ee kb, 

K= 。 J : (7.42) 
kha hk, 


进行 解 厢 网 络 的 设计 , 秆 阵 K 为 矩阵 KK(s) 各 个 元 素 去 掉 动态 部 分 后 所 得 的 部 分 , 即 矩 阵 下 
的 元 素 为 ; 
,=limh,(s) (7.43) 


从 这 个 方面 说 , 静态 解 耦 方法 仅 适 用 于 有 自 平衡 的 对 象 , 而 且 和 矩阵 K 必须 是 非 奇异 的 。 























7.7 ”前 馈 解 耦 控制 系统 仿真 














在 应 用 矩阵 求 逆 解 耦 方法 的 时 候 , 有 时 会 遇 到 两 个 方面 的 困难 : 耦合 矩阵 下 或 G(s) 是 
奇异 的 ， 解 耦 矩阵 的 元 素 很 多 ， 例 如 一 个 nxn 的 耦合 对 象 ， 其 解 耦 网 络 矩 阵 的 元 素 就 有 巡 
个 。 在 动态 解 耦 的 场合 下 ， 解 耦 矩 阵 的 每 个 元 素 都 是 一 个 高 阶 有 理 多 项 式 ， 因 此 直接 利 
模拟 仪表 来 构成 解 耦 网 络 是 困难 的 。 当 有 理 多 项 式 的 阶 次 很 高 时 ， 即 使 应 用 计算 机 也 很 难 
实现 实时 的 解 簿 控制 。 应 用 不 变性 原理 设计 的 解 耦 网 络 ， 不 仅 可 以 使 网 络 所 包含 元 素 的 个 
数 减 少 ， 使 元 素 的 有 理 多 项 式 阶 次 降低 ， 而 且 可 以 不 受 耦 合 矩 阵 奇异 性 的 影响 。 




























































前 馈 补 偿 解 耦 控制 是 根据 不 变性 原理 设计 解 耦 控制 器 ， 解 除 控制 回路 或 被 控 变 量 之 间 
的 耦合 ， 完 全 解 耦 使 得 控制 器 与 被 控 量 之 间 为 一 对 一 的 独立 控制 系统 ， 从 而 消除 系统 的 相 
互 关联 。 图 7.8 为 双 变 量 前 馈 补偿 解 耦 控制 系统 。 




























































































Ri(s) ee P AG 
= 下 
= D,(s) | 
Ds) ! 

| | po 


R, 
起 Gals) 
+ U,(s) 机 


图 7.8 双 变 量 前 馈 补偿 解 耦 控制 系统 

图 中 心 G) 、 Ds) 为 前 馈 解 入 环节 。 子 系统 问 相 互 影响 分 析 如 下 。 

(1) 当 D,(s) 前 馈 环节 未 加 时 ， 设 子 系统 2 对 7 的 影响 为 Y=U,,(s)G,,(s)。 

QQ) 当 加 上 前 馈 环 节 D,,(s) 时 ， 设 子 系统 2 对 的 影响 为 P=0.,(s)Di,(s)Ga(s) 。 所 
以 ， 要 达到 解 悉 控制 的 效果 ， 就 要 保证 

Yo Mi 至- =U.,(s)G,(s)+U.,(s)D,(s)G,(s)=0 

对 于 整个 系统 而 言 ， 要 实现 Ui(s) 与 胎 (s)、U.,(s) 与 7(s) 之 间 解 厢 ， 根 据 前 馈 补偿 
及 不 变性 原理 可 得 : 








UA(s)D,(s)G»(s) + Ua (Ss)G(s)=0 




















U,(s)D,(s)G (s+ U,,(s)G,(s)=0 C44) 
以 上 二 式 可 求 得 前 馈 解 看 环节 的 数学 模型 ， 即 
__G(5) 
D,(s)= CO 本 
.45) 
__G,(s) 
D,(s)= GO 


前 馈 补偿 解 看 的 基本 思想 是 将 Ui(s) 与 卫 (s)、U.,(s) 与 五 (s) 的 影响 当 作 扰动 对 待 ， 
并 按照 前 馈 补偿 的 方法 消除 这 种 影响 。 这 种 解 看 环节 的 设计 方法 与 前 馈 补偿 控制 器 的 设计 
方法 完全 一 致 。 




















[ 例 7.3] 已 知 双 输入 双 输 出 契合 系统 如 图 7.9 所 示 ， 采 用 前 馈 解 厅 法 对 回 帘 沁 加 
系统 解 楚 控制 设计 ， 并 进行 仿真 ， 比 较 解 厅 控 制 前 后 的 效果 。 2 





236 例 7.3 讲解 
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(5s+1)(20s+1) 


(10s+1)(12s+1) 
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-0.56 











7.9 双 输 入 双 输 出 耦合 系统 





























阵 为 
-0.52 





解 : 7.9 可 知 ， 被 控 对 象 的 传递 函数 矩 
1.02 
Ge (5s +1)(20s +1) 
-0.56 


(7s +1)(20s +1) 
1 





(10s +D(12s+1) 


(4s+1)(l2s +1) 


由 被 控 对 象 的 传递 函数 矩阵 得 出 系统 静态 放大 系数 矩阵 为 












































天 2 各 -| =0.52 
kl ky) | -056 1 
K 即 为 系统 的 第 一 增益 系数 矩阵 。 
| 交 | 
村 牛 二 一 一 
0.728| 0.56 1.02 
C= [K-T = 1 i 0.56 
0.728| 0.52 1.02| 
系统 相对 增益 矩阵 为 
ey | 
-04 1.4 
相对 增益 矩阵 看 到 , 系统 通道 之 间 存 在 着 严重 耦合 , 且 系统 输入 与 输出 的 配对 正确 。 
系统 采用 前 馈 补偿 解 耦 法 进行 解 耦 设计 。 
利用 式 (7.45) 可 求 得 前 馈 补偿 控制 器 为 
(5) _ 4s+1 
Ds (5) S10s+1 
D9) -200) - Ss+1 
G(s) 7s+l1 


系统 解 耦 性 能 曲线 如 图 7.10 所 示 。 

















(9) 系 统 不 存在 耦合 时 (b) 系 统 存在 耦合 时 (c) 系 统 前 馈 解 耦 后 


在 图 7.10 中 ， 由 上 
R,(s) 及 输出 卫 (s)。 由 
受到 较 大 影响 。 若 在 系 
采用 前 馈 补偿 解 挡 
控制 器 采用 PI 拉 
统 整 体 Simulink 仿真 


差 


线 如 图 7.12 所 示 。 


图 7.10 ”系统 解 耦 性 能 有 曲线 
下 分 别 表示 子 系 统 1 的 输入 R(s) 及 输出 卫 (s)， 子 系统 2 的 输入 
仿真 结果 分 析 可 知 ， 系 统 若 存在 严重 的 耦合 情况 ， 则 系统 的 输出 会 
统 中 加 入 前 馈 解 耦 控制 , 可 保证 系统 性 能 能 够 较 好 地 恢复 到 原状 态 。 
后 ， 系 统 为 两 个 独立 的 单 输 入 单 输出 系统 。 为 了 保证 系统 无 稳 态 误 
名， 参数 整定 为 Kp1=6，Til=5，Kp2=4，Ti2=3.7。 前 馈 补偿 解 耦 系 
匡 图 和 解 耦 后 独立 单 输入 单 输出 系统 如 图 7.11 所 示 。 系 统 解 罩 性 能 曲 
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b D2 
| Number 区 
den(s) (Ss) 
Step PID Controller2 ranster Fenl 
0.51"[51] | -0.56 
A i den(s) 
Transter Fens Transter Fen 

0.56"[4 1] -0.52 Scope 

To 并 den(s) 

Transter Fen7 Transter Fen2 
+ 1 7(») 
| f 人 一 = 一 
489+16s+1 
Stepl PID Controller3 Transter Fon3 
Unifonm Random 
Numberl 
102 
OPP a FAs) 
Step2 PID Controller Transter Fend 
1 7»(s) 
=PID > 
I (85+16s+1 
Step3 PID Controllerl Transter Fen6 








7.11 ”前 馈 补偿 解梦 系统 整体 Simulink 仿真 框图 
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Te cgser 0 
(a) 系 统 解 耦 前 (bj 系统 解 耦 后 
图 7.12 系统 解 耦 性 能 曲线 





图 7.12(a) 表 示 未 加 解 耦 控制 器 D,,(s) 和 Di,(s) 的 系统 曲线 ,图 7.12(b) 表 示 加 解 耦 控制 
器 D,(s) 和 Di,(s) 后 的 系统 曲线 。 其中， 图 7.12(a) 由 上 至 下 各 行 仿真 曲线 分 别 表 示 子 系统 1 
的 无 看 合 时 系统 输出 曲线 7,(s) 、 存 在 艳 合 时 系统 输出 六 (s) (目标 值 为 1 )、 扰 动量 、 子 系统 
2 无 耦合 时 系统 输出 曲线 蕊 (s) 及 存在 看 合 时 系统 输出 曲线 也 (s) (目标 值 为 ); 图 7.12(b) 
由 上 至 下 各 行 仿真 曲线 分 别 表示 子 系统 1 的 无 耦合 时 系统 输出 曲线 思 (s) 、 解 看 后 系统 输 
出 X(s) (目标 值 为 0)、 扰 动量 、 子 系统 2 无 耦合 时 系统 输出 曲线 2%(s) 及 解 看 后 系统 输出 曲 
线 多 (s) (目标 值 为 1 )。 从 图 中 可 明显 看 到 ， 采 用 前 馈 解 看 后 ， 系 统 抗 干扰 能 力 、 响 应 速度 
等 大 大 提高 。 利 用 前 馈 补偿 解 看 还 可 以 实现 对 扰动 信号 的 解 厢 。 若 对 扰动 量 能 实现 前 馈 补 
偿 全 解 耦 ， 则 参考 输入 与 对 象 输出 之 间 就 不 能 实现 解 耦 。 单 独 采用 前 馈 补偿 解 耦 一 般 不 能 
同时 实现 对 扰动 量 以 及 参考 输入 量 对 输出 的 解 耦 。 













































7.8 自 适应 在 系统 辨识 中 的 MATLAB 应 用 





[ 例 7.4] 已 知 参 考 模 型 为 y(k) 一 1.5y(k 一 1) 十 0.7y(k 一 2) 二 w(K 一 ]) 十 0.5u(k 一 2) 十 v(k) ,其 
中 系统 噪声 v(k) 为 N(0,1) 分 布 的 白 噪声 ， 控 制 信号 u(k) 采 用 15 拍 M 序列 ; 被 辨识 模型 为 
p(k) 二 aly(k—l)+a2y(k 一 2)= blu(k 一 ]) 十 b2u(k 一 2) 十 v(k)。 试 利用 自 适应 的 思路 ， 采 
正 向 辨识 的 方法 估计 系统 参数 。 

$ 程 序 清单 

U=idinput'([1i5 1 30],’prbs’, [0 1],[-1 1])» 

subplot (1,2,1);stem(U); 

title(' 系 统 输入 序列 U')， 


hold on 
i=100;R0=1;S=2.^25 *eye(4); 


















































现代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 





程序 运行 结果 为 






\A™ 


下 面 只 给 出 鸭 识 的 参数 曲线 ， 如 图 7. 





图 7.13 ”运行 结果 中 的 辨识 参数 曲线 
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7.9 小 结 


自 适 应 控制 是 控制 理论 的 一 个 重要 分 支 。 本 章 介绍 了 自 适 应 控制 的 任务 和 理论 问题 ， 
重点 阐述 了 目前 比较 成 熟 的 自 适应 控制 系统 , 即 模型 参考 自 适 应 系统 和 自 校正 控制 系统 。 
另外 ， 论 述 了 系统 解 耦 控制 的 概念 和 理论 ， 并 给 出 了 自 适应 系统 的 应 用 、 静 态 解 得 和 系统 
前 馈 补 偿 解 耦 的 实例 和 仿真 。 











7.10 “习题 


7.10.1 自 适 应 控制 与 最 优 控制 的 各 自 特 点 分 别 是 什么 ? 
7.10.2 模型 参考 自 适 应 系统 与 自 校正 控制 系统 的 区 别 是 什么 ? 
7.10.3 设 受 控 对 象 的 差分 方程 为 
(1-13g "+0.4g°)y(/)=g° (1+0.5g" )u(i)+(1-0.65g" +0.1g°)e(i) 
式 中 ，g(t) 是 零 均值 方差 为 0.1 的 白 噪声 。 设 计 最 小 方差 自 校正 调节 器 。 
7.10.4 一 个 双 输 入 双 输 出 被 控 耦合 系统 传递 函数 如 下 所 示 : 
-和 站 
CiG) G(s)|_|6s+1 Ss+l 
G(s) G,,(s) 2 i 
S+1 3s+l 


试用 前 馈 补 偿 解 耦 控制 求解 罚 网 络 数学 模型 D(s) 。 





co-| 




















第 号 章 
历年 考研 真题 精 先 


为 了 能 帮助 大 家 全 面 理解 和 掌握 现代 控制 理论 基础 知识 ， 灵 活 运用 控制 理论 的 方法 解 
决 科 学 和 工程 问题 ， 本 章 从 北京 大 学 、 南 开 大 学 、 北 京 航空 航天 大 学 、 浙 江 大 学 、 华 中 科 
技 大 学 、 上 海 交通 大 学 等 国内 高 校 的 历年 考研 真题 中 精 选 出 部 分 具有 代表 性 的 与 状态 空间 
法 相关 的 真题 ， 并 附 解 题 的 分 析 与 答案 。( 注 : 本 章 注重 习题 分 析 与 讲解 ， 故 矩阵 和 向 量 等 
均 不 以 黑体 标 出 。) 








8.1 控制 系统 的 状态 空间 模型 


8.1.1 ”线性 系统 的 建 模 问题 

| 考点 分 析 ， 主 要 考查 线性 系统 的 状 
的 建 模 类 问题 ， 可 以 分 为 如 下 儿 种 类 型 。 
: GD 已 知 系统 的 结构 和 参数 ， 选 择 储 能 元 件 的 输出 作为 状态 变量 ， 根 据 系统 的 机 : 
; 理 建 模 ， 
| CO) 结合 吉 典 控制 理论 ， 已 知 系统 运动 过 程 的 高 阶 微分 方程 或 者 传递 函数 建 模 

G) 选择 能 使 系统 状态 方程 称 为 某 种 标准 型 的 变量 作为 状态 变量 。 






: 间 模型 建立 能 力 : 一 般 来 说 ， 对 于 控制 系统 ; 


中 


[试题 1] 如 图 8.1 所 示 电 路 ，R = = 尺 ，C =C， 且 RC= 上 也 。 设 在 1= 时 ,开关 闭 
(4) = 性 (i) 。 选 取 状态 变量 为 电容 器 的 电压 。 试 


入 一 [一 
Rs 





G Fy 


2 a I 














图 8.1 试题 1 电路 图 
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(1) 写 出 电路 中 的 状态 空间 模型 ， 并 画 出 状态 结构 图 ; 

(2) 求 出 状态 转移 矩阵 ; 

(3) 分 析 系 统 的 能 控 性 与 能 观测 性 。( 浙 江 大 学 ，2007 年 ) 

分 析 : 本 题 为 基本 题 ， 考 查 根据 系统 结构 和 参数 进行 建 模 的 能 力 ， 系 统 中 包含 两 个 独 
立 的 储 能 元 件 ， 可 以 建立 二 阶 模型 。 

解 : (1) 设 流 过 电容 CI 的 电流 i 参考 方向 取 关联 参考 方向 ， 流 过 电容 C, 的 电流 疡 参考 方 
向 取 关 联 参 考 方向 , 流 过 电压 源 的 电流 参考 方向 取 关 联 参 考 方向 , 根据 KCL、KYVL 以 及 
元 件 的 VAR 列 写 描述 系统 运动 的 微分 方程 如 下 


it+i+i=0 





























1 ee dx, > 
一 二 6 b=6—=0% 
dt dt 
u=—Ri+Ri+m =R(ON+c%)+ Ren + 
uU=—Ri+Ri+x, =R(CN+e%) +t Rc, +X 
代入 R=B=R=R, C=C,=C, RC- 可 得 
六 三 -2 和 二 邓 十 人 
X=W >2X, +u 


SE 


五 三 CI 


出 状态 结构 图 如 图 8.2 所 示 。 


鲁 | 


所 以 ， 系 统 的 状态 空间 表达 式 为 








8.2 试题 1 状态 结构 图 


Te r2 1 
-1 s+2 (s+l)(s+3)| 1 s+2 


V2,12 V2_ U2 

stl s+3 stl s+3 -ee | 
1/2_ 1/2 12 12 0.Se —0.5e™ 0.5e +0.5e™ 
s+1 s+3 3+l s+3 


(3) 根据 一 般 判 据 判 断 系统 能 控 性 与 能 观测 性 
RO.=RIB AB]J=R|! -|-i<2 po -= 由 -Rn | -> 
Ca Tai Real Rl ol 


所 以 ， 系 统 的 状态 不 完全 能 控 ， 但 完全 能 观测 。 
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[试题 2] 写 出 如 图 8.3 所 示 电 路 的 状态 方程 和 输出 方程 。( 南 开 大 学 ，2015 年 ) 


0° en 0° 
[| 
及 
CI 


2 











eu ey 








C 








图 8.3 试题 2 电路 图 
分 析 : 本 题 为 基本 电路 的 建 模 题 ， 注 意 状 态 变 量 选取 不 同 ， 建 立 的 模型 表达 形式 也 不 
一 样 。 
解 : 设 电容 C 两 端 电 压 为 x ， 流 过 电容 C 的 电流 为 i ,参考 方向 取 关 联 参 考 方向 ， 电 
容 C, 两 端 电 压 为 x, ， 流 过 电容 C, 的 电流 为 i ， 参 考 方向 取 关 联 参 考 方向 ， 则 根据 电路 定 
律 可 列 写 微分 方程 为 

















U=N +y 
y=% +RCN 


联 立 ， 可 解 得 状态 方程 和 输出 方程 为 











LANSRKAN 1 1 
RO RG RC | RG, 
= + u 
”1 _ 1 Pa 
RC, RC, RG, 


»=[-1 py 


[试题 3] 某 系统 方 框图 如 图 8.4 所 示 , 试 求 (1) GD) ， 六 9) ，(2) 系 统 状态 空间 表达 式 。( 浙 









































Us) U,(s) 
江 大 学 ，2014 年 ) 
OU) | 2 ae 县 
] | 和 
Uls) | 3 Ys) A 图 8.4 对 应 习题 
Stl | 讲解 
+ + 2 X(s) 
i 


图 8.4 试题 3 系统 方 框图 





第 8 章 历年 考研 真题 精 选 

















分 析 : 本 题 是 典型 的 系统 建 模 类 题目 ， 其 特点 是 结合 了 自动 控制 原理 和 现代 控制 理 
论 要 求 ， 建 立 描述 系统 的 复 频 域 模型 ， 进 而 使 用 拉 氏 逆 变 换 得 到 时 域 模型 。 特 别 要 注意 
的 是 ， 在 题目 中 已 经 对 系统 中 的 3 个 状态 进行 了 定义 ， 不 能 直接 建立 传递 函数 ， 并 根据 
G(s) 来 建 模 。 

解 : (1) 略 。 

(2) 根据 方 框图 列 写 描述 系统 的 复 频 域 表 达 式 为 











X=[U,() + 0) 
S+1 
无 的 = 区 人 .3 
一 加 3 十 1 


(9) =[U,() + U0) 
s+2 
Y(s)=X(s)+ X,(s) + X,(s) 


在 零 初 始 条 件 下 进行 拉 氏 逆 变 换 ， 得 到 如 下 方程 组 ， 即 为 系统 的 状态 空间 表达 式 
= 一 卡 2X8 相 向 
=- + uy 
加 三 一 223 + 2u + 2u, 


y=N + + 


uh 
2 


nn 
[试题 4] 某 系 统 方 框图 如 图 8.5 所 示 ， | | 人] tm, “| 
3 


状态 向 量 ， 列 写 出 系统 的 状态 空间 表达 式 。( 中 科 院 自动 化 所 ，2006 年 ) 





























图 8.5 试题 4 系统 方 框图 


分 析 : 本 题 重点 考查 根据 传递 函数 对 应 的 方 框图 获得 系统 的 状态 空间 表达 式 的 方法 。 
注意 ， 题 目 中 已 经 给 出 了 系统 的 输入 、 输 出 和 状态 向 量 ， 在 列 写 状态 表达 式 的 时 候 不 能 消 
去 这 些 变 量 。 

解 : 根据 系统 方 框图 列 写 描述 系统 的 复 频 域 表达 式 如 下 














X=[U,() 7) 
s+l 
1 
天 全 =[ 玉 全 -了 一 7 
=X 
¥(s)=X(s)+X,(s) 


¥(s)=[U(s)—¥(s)]+ X;(s) 
在 零 初始 条 件 下 进行 拉 氏 逆 变 换 ， 


并 写成 矩阵 形式 ， 即 为 系统 的 状态 空间 表达 式 
3 10 1 0 
1 -1l -llx+|-l 1lu 
0 10| loon 
[1 ofoo 
sa a i 
[试题 5] 写 出 下 面 微分 方程 的 传递 函数 和 状态 空间 表达 式 。 其 中 , c(t) 是 系统 的 输出 ，r(D) 
是 系统 的 输入 ， 和 2 罗 +6 业 人 0 + sc(D)=2 电 全 一 r(O)( 东 华 大 学 ，2013 年 ) 











分 析 : 本 题 考查 根据 描述 系统 运动 的 高 阶 微分 方程 建立 状态 空间 表达 式 的 方法 。 
解 : (1) 在 零 初始 条 件 下 进行 拉 氏 变换 可 得 


s*C(s)+6sC(s)+5C(s)=2sR(s)— R(s) 
则 系统 的 传递 函数 为 


G(s) = YE 2s-1 


R(s) s+6s+5 
(2) 根据 系统 的 传递 函数 可 以 建立 系统 的 状态 空间 表达 式 为 


[ 开 中 和 


c=[-1 2]> 





8.1.2 ”线性 系统 的 模型 转换 问题 


考点 分 析 : 主要 考查 线性 系统 的 状态 空间 模型 转换 能 力 。 一 般 来 说 ， 
| 几 种 类 型 。 


(1) 将 模型 转换 成 串联 或 者 并 联结 构 ; 
(2) 根据 状态 空间 模型 得 到 传递 函数 ; 
(3) 标准 型 的 转换 。 


可 以 分 为 如 下 : 

















| 0 
和 | ob, 又 已 知 系统 的 对 角 线性 规范 型 


[试题 6] 己 知 系统 的 状态 方程 为 
y=10% 


. [3 01 0 
om 外， 试 确定 系统 参数 a、bp、d。( 东 南大 学 ，2004 年 ) 





分 析 : 本 题 考查 状态 空间 模型 的 线性 变换 前 后 两 种 模型 之 间 的 联系 ， 根 据 线性 变换 不 
改变 系统 的 传递 函数 可 以 进行 求解 。 
解 ， 系统 线性 变换 前 的 传递 函数 为 


-1 1T'ro 10d 
lt ead ol | ee 





系统 线性 变换 后 的 传递 函数 为 
G(s)= Cs1- AT'B=[5 小 | 中 a 





0 s+l +45+3 
10d=10 
s+bst+a=s +4s+3 


因为 线性 变换 前 后 系统 的 传递 函数 不 变 ， | 


综 上 ，a=3, d=4, d =ll» 


[试题 7] 已 知 某 控制 系统 的 微分 方程 式 为 交 + 65+1Y+67 = 立 ++34， 下 面 哪 一 个 不 是 


























系统 的 状态 空间 表达 式 ? (东南 大 学 ，2005 年 ) 
0 1 0 1 0 1 0 0 
x=| 0 0 1 i 让 |: x=|0 0 1 lx+l0lu 
® b -ll -6| |22 ® | -11 | 
y=[1 0 Ol y=[3 1 lx 
0 0 -6 3 0 0 -6 3 
(©) x=|1 0 a u @ x=|1 0 -lllx+ 
01 -6 Ll 0 1 -6 1 
y=[0 0 1Hx y=[L 0 0]> 





分 析 : 本 题 考查 状态 空间 模型 的 能 控 标 准 型 和 能 观测 标准 型 以 及 线性 变换 后 的 多 种 模 
型 之 间 传 递 函 数 不 变 的 性 质 。 
解 : (1) 根据 微分 方程 ， 在 零 初 始 条 件 下 拉 氏 变换 后 可 以 写 出 系统 的 传递 函数 为 
G(s)= ST+s+3 
Ss*+6s* +lls+6 
易 知 ，(b)、(c) 分 别 为 系统 的 能 控 标准 型 实现 和 能 观测 标准 型 实现 ， 可 排除 掉 。 








(2) 求 (d) 对 应 传递 函数 。 根 据 传递 函数 和 状态 空间 模型 的 对 应 关系 可 知 
s 0 6 下 
-1 s 11 
0 -1 s+6 


3s* +12s+5 


CR 二 











1 
1 





与 原 传递 函数 不 等 。 
(3) 另外 ， 可 以 验证 (a) 的 传递 函数 和 原 传递 函数 一 致 。 
(4) 所 以 ，(d) 不 是 系统 的 状态 空间 表达 式 。 





[是 8] 已 知 亲 系 统 的 状态 空间 模型 为 全 全” ， 斌 给 由 系统 输出 与 输入 之 问 的 传 





函数 (矩阵 )G(s) = Y(s)/U(s) 的 计算 公式 。( 燕 山大 学 ，2006 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 状态 空间 表达 式 和 传递 函数 之 间 变 换 的 公式 ， 属 于 推导 类 型 的 题目 。 
解 : 在 零 初始 条 件 下 对 状态 空间 表达 式 进 行 拉 氏 变换 ， 有 
SX(s)= AX(s)+ BU(s) [XG)=(s1- A)'BU(s) 
人 =CX(s) ， 整 理 可 得 后 =CX(s) 
从 而 可 以 得 到 系统 的 输入 和 输出 之 间 的 传递 函数 矩阵 的 计算 公式 为 
G(s)=Y(s)/U(s)= C[s - AT'B 


8.1.3 ”线性 系统 的 离散 化 模型 
;考点 分 析 : 主要 考查 线性 系统 的 离散 化 模型 的 计算 方法 。 一 般 来 说 ， 线 性 系统 的 离 ; 
; 散 化 模型 可 以 分 为 如 下 几 种 类 型 : 
; (1) 精确 离散 化 模型 

x((k+ DT)=e" x(kT) + | "dt. Bu(kT) 

(2) 近似 离散 化 模型 

Xx((K+1)T)= (T+ AT)x(kT)+ BTu(k) l 
;说明 比较 精确 离散 模型 和 近似 离散 模型 可 知 ， 近 似 离散 模型 其 实 是 取 精确 离散 化 ; 
| 模型 的 一 次 泰勒 近似 展开 式 。 








-| ,+ 
0 -2| |1| ，() 车 取 采 样 周 期 7=1s， 
y=[1 0]> 
求 系统 的 离散 化 状态 空间 表达 式 ，(2) 判 断 系 统 离散 化 前 后 的 能 控 性 与 能 观测 性 。( 郑 州 大 
学 ，2015 年 ) 

分 析 : 本 题 重点 考查 线性 定常 系统 的 离散 化 方法 , 以 及 连续 系统 和 离散 系统 的 能 控 性 、 
能 观测 性 的 判别 方法 ， 下 面 分 别 给 出 两 种 离散 化 模型 的 建立 方法 。 


[试题 9] 已 知 系统 的 状态 空间 表达 式 为 

















解 : (1) 精确 离散 模型 求解 。 
不 三 三 s -1 下 二 六 I s+2 1 
e”=L[(sI-A) ]= 1 本 = 到 } 











s(s+2)| 0 5s 
1 U2_12 
ms s s+2|, 1 0.5-0.5e™ 
0 0 [i 
s+2 
1 a 
所 以 ， cmz=exr-|1 = ) 
0 ee 
Ses 
1 gi 二 He27 -1) 
三 仙 - 6 0 
nn)=) ed. B= 50-e | 2 一 4 
9 和 2 1 有 27 
0 e ye ) 








代入 T=1s ， 则 该 连续 系统 的 离散 化 状态 空间 表达 式 为 


1 0.432 0.284 
e+-| a a 


y(k)=[1 0]x(k) 
(2) 判断 能 控 性 与 能 观测 性 。 


离散 前 ，RO, =R[B :al 中 -> ro, =al Gla = 


CA 

所 以 ， 离 散 前 系统 状态 既 能 控 又 能 观测 。 

4 _ ,0.284 0.470] _ 下 
SN om- 中 2 -> 0,=a| Gl-al oj- 
所 以 ， 离 散 后 系统 状态 既 能 控 又 能 观测 。 


3 mia 链接 
求 精确 离散 化 模型 的 原理 ， 是 利用 状态 方程 的 求解 公式 以 保证 状态 在 采样 时 刻 连续 状 
态 方程 和 离散 化 方程 有 相同 的 解 进行 离散 化 。 
因为 连续 系统 的 状态 方程 求解 公式 为 
X(t) =e x(t) + | eH Bu(r)dr 
若 只 考虑 采样 时 刻 1= KT 和 t=(K +1DT 时 刻 之 间 的 状态 响应 , 令 好 =KT, t=(K+DT ,并 
考虑 ult) 在 采样 周期 内 保持 不 变 ， 代 入 上 面 的 公式 ， 有 x((k+1)T)=e” ?x(kT)+ 


(K+DT 


| eTo Bu(n)dr= eTx(k7)+ | 


7 


e409DBdr.u(kT) ， 令 1=(E+D7 一 r， 则 上 式 可 


T 


以 记 为 x((k+1DT)=e ?x(kT)+] eedr Bu(k7), 故 离散 化 模型 中 G(K)=e",H(K)=| erdiB。 
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8.2 ”状态 方程 求解 


; ”考点 分 析 : 主要 考查 状态 转移 矩阵 (矩阵 指数 函数 ) 的 计算 。 一 - 般 来 说 考试 的 题 型 主 ; 
; 要 有 两 种 ，(D) 已 知 4 阵 ， 求 状态 转移 矩阵 (常规 题 )，(2) 已 知 系统 在 不 同 输入 时 的 响应 ，| 
; 求 状态 转移 矩阵 。 | 
; 一 般 来 说 ， 要 获得 状态 转移 矩阵 的 解析 解 ， 其 计算 方法 主要 有 如 下 几 种 。 
(1) 拉 氏 变换 法 ， 套 用 公式 ez = 二 [Gs1 - 4 当即 可 ， 但 阶 次 较 高 时 ， 计 算 量 太 大 ; 
(2) 凯 莱 -哈密 顿 方法 ， 套用 公式 ex = 针 pB(D)4 即 可 ,将 状态 转移 矩阵 写成 a 项 之 ; 


;和 的 形式 ， 利 用 凯 某 -哈密 顿 方法 定理 求解 待定 系数 记 人 ) 
(3) 特征 向 量 法 ， 若 4 可 以 对 角 化 为 4， 满 足 TAT =A， 则 e* =Tme47 。 





























[试题 10] 忆 知 系统 的 方程 | | 中 试 求 状态 方程 的 解 。( 上 海 交 
850 | -2 -0 


通 大 学 ，2009 年 ) 
分 析 : 本 题 考 查 的 是 状态 转移 矩阵 的 计算 方法 ;可 以 采用 多 种 方法 进行 计算 。 
解 一 ， 拉 氏 变换 法 。 


-i 
ea a ] 加 1 os 下 
2 sf3 s+3s5+2| -2 8 


和 -1 1 -1 

= a 3 
s+l s+2 s+l s+2|\_ 25 一 e ”一 e 
-2 2 -1 2 -2e +2e2 -e'+2e* 
一 + 一 一 一 + 

sl st LT 2 

所 以 ，x(D) =e*x(0) 

解 二 : 凯 莱 -哈密 顿 方法 。 


Mi- 人 -| 





= 





4 -l 

2 4+3| 

所 以 4 的 特征 值 4 =-1, 和 =-2 为 互 异 根 ， 根 据 凯 菜 -哈密 顿 定 理 有 
风尘 [EJ 可 EE] 
pb 1 45| |e™ 1 -2| | ez e'—e” 


2e- ee? er 一 ee | 


-+34+2-0 和 


-21 


则 e*=BI+BA=(2e"' -ee™)I+(e'-e™)A= 
0 1 2 
-2e'+e™” -e’'+2e 
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解 三 : 特征 向 量 法 。 


由 解 二 可 知 ，4 的 特征 值 =-1, 和 =-2 为 互 异 根 ， 
线性 代数 知识 可 知 ，4 和 其 特征 根 、 特 征 向 量 满足 4p, = 和 4p;,， 可 以 得 到 


_[1 _[ p-[ ]- 下 ,可 
P=|_|: 严 =| -| SP=lp Pl=|_ 
六 -1 0 
则 天 = » PMPs 
| 0 -2 
1 上 放 本 2e'-e” ee'-e? 
所 以 ，e”*=Pe*P"'= 宕 
> -1 -2 0 时 -1 -HU |-2e'+e” -e'+2e™ 


[试题 11] 证 明 : 若 矩 阵 的 特征 值 各 不 相同 ， 则 矩阵 指数 函数 可 表示 为 


er i ‘0 























其 中 ,PP 是 将 矩阵 4 变换 成 对 角 矩 阵 的 非 奇异 变换 矩阵 。( 西 安 交通 大 学 ，2005 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 特征 向 量 法 的 证 明 过 程 s 
证 明 : 因为 P 是 将 矩阵 4 变换 成 对 角 和 矩阵 的 非 奇异 变换 矩阵 




















0 0 21 .0 0 
所 以 PH4P=4=| 0 0|74=PH4P = 有 00|P 
0.07% 6L0 及 
且 4"=(PAP™') =PA'P" 
AD) A PAPYr 
Fe 过 nl = 之 7 = 之 Nn! 
a 8 ws 0 
=PY A preperp' Pp]: er | 
nl Pr 
所 以 原 式 成 立 。 
[试题 12] 已 知 系统 的 状态 方程 为 X= 4x ， sx0-[ | x() = a #0) -| 
3 -Je 
a 
时 ， oo-| | 国 汶 j 国 
(1) 求 出 系统 的 状态 转移 矩阵 e* ; (2) 求 出 系统 矩阵 4; (3) 求 出 系统 的 男 Y 
特征 值 ， 并 判断 系统 是 否 渐 近 稳定 。( 郑 州 大 学 ，2018 年 ) A 
分 析 : 本 题 需 要 根据 线性 代数 的 知识 计算 状态 转移 矩阵 ， 然 后 根据 状态 。 ”习题 的 计算 





转移 矩阵 计算 得 到 4。 
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解 : (1) 因 为 x(D)=e”x(0), x (tf) =e’x,(0), 
所 以 写成 矩阵 形式 为 [5(D) x(D)]=e*[x(0) 二 (9] 


8 
=e 
即 -3e3 ef -3 1 
1 1 








3e™ el-3 1 人 
十 二 e e+—e 
到 
1 有 - | 
e+e ——e™+—e -二 二 
商 让 网 | 4 4 -| 加 坊 
= 3 yx 2 3 31， 3 5 
一 二 e 十 二 6 ~e*+—e 二 -二 
于 未 汪汪 
t=0 
1 
上 关 全 
G) |s/-4|= = +4+3=G+DG+ 习 
3 | 
2 | 


所 以 ， 系 统 的 特征 值 为 (-1,-3)， 系 统 在 平衡 状态 x. 处 渐 近 稳定 。 





[试题 13] 给 定 广 阵 4-| 外 求生 om 和 (e4)-: 。( 北 京 大 学 ，2005 年 ) 


分 析 : 木 题 属于 基 末 的 矩阵 运算 类 题目 ， 需 要 根据 线性 代数 的 知识 ， 计 算 状态 转移 矩 
阵 的 逆 阵 。 


和 Ja 1 12 1| le 2a 

各 全 2 Nk | E 由 | 沐 
£4. 1| le 2a| a 1| [a 30° 
0al|lo alloadllo a 











Ln 
同 于 ,可 得 人 =A. | "| zm 
a 
na) 
oe | | 代入 n=10000 可 得 
a 
0 Va™™ -10000/a™™! 
| 0 aw 
1 1 
S| 1 alls=u =1 四 s-a (s—a) e” te” 

O) e* = -A)']=L =L = 

0 as-a 1 0 e”" 

这 一 级 
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代入 =1， aq “| 又 因为 eee =7=ele4， 可 知 
e 上 





| 考点 分 析 : 主要 考查 状态 转移 矩阵 (矩阵 指数 函数 ) 的 性 质 。 一 般 来 说 ， 可 以 分 为 如 | 
| 下 几 种 类 型 。 : 
(1) 已 知 状态 转移 矩阵 ， 求 4 阵 ; 
(2) 求 状态 转移 矩阵 的 性 质 及 其 应 用 。 


2 -3 -2 _ Ka-34 
[试题 14] 局 基 的 状态 转 和 和 隆 为 oO- 二 | 
Sp +e -2e”+3e 




















(1D) 请 确定 系统 矩阵 4; oa so 人 | 请 给 出 在 u(t)=1(7) 作 用 下 状态 





方程 的 解 。( 浙 江 大 学 ，2011 年 ) 
分 析 : 本 题 的 第 一 问 需 要 用 到 状态 转移 矩阵 的 性 质 进 行 求解 。 根 据 状 态 转移 矩阵 的 性 
质 可 知 ，B(1)'= 4D(1) 和 (0)=T， 可 以 得 到 4。 


3e 2 YY 6e” -6e™ | 
解 : (020 有 2 站 re | 





1=0 
| -6e +6e™ -l2e™ +l8e™ 
2eY-3e™ 4e*-9e™ 


所 以 ， 4 | 
cf 





| | 
-1 -5 
1=0 


2) x(D=m(D+m(D=eex(0)+ 必 eI Bu(r)dr 


231-7) _ 3(1-r) 20-0 Gen [0 
其 中 ，m(D)= 人 eT Bu(r)dr = d 2 6e 6e 小 ou 


e20-D 二 eat- ye 十 3e-30- 


aj|® a ee? -6 dr | [30* +20Y+1 
26 +3e 3 让 Ie 十 3e30- Wael ee™ 














GE 现代 控制 理论 基础 (第 2 版 ) 





所 以 ， Xx(D)=n(D) +n() =e "x(0)+ eBundr 


_|3e* -2e™ 6e*—6e™ |[*(0) 有 -3e2 +2e™ +1 
| -ez+e3a -2e*+3e™ ||x,(0) Ee —e™ 





fi 
[试题 15] 已 知 系统 的 状态 空间 表达 式 为 上 全 东 
y=[1 0]> 
(1) 下 列 两 个 矩阵 哪 一 个 可 能 是 系统 的 状态 转移 矩阵 ? 为 什么 ? 


3e2 — 26 2e2 — 20» 3 -4e™ 3e2 — 20» 
DD=| ，， ,DD)=| 。， 
0 kx +3e3 -2e2 +3e | 9 le +30) -2e2 +3e™ 


(2) 根据 选 出 的 状态 转移 和 矩阵， 确定 系统 的 矩阵 4; 
(3) 若 系 统 的 初 内 居 太 为 MO)=| | 输入 为 单位 阶 跃 函 数 ， 求 系统 给 的 响应 y(1) ; 


人 


(4) 求 系统 的 传 递 函 数 志 ny 。(2015 年 ， 郑 州 大 学 ) 


分 析 : i a 根据 状态 转移 矩阵 的 性 质 可 知 ， 
AN 可 以 计算 得 到 4。 
” -267 v2e* 20™ | | "| 


解 : (1) (0 ee ¥ 
A095 a -2e™ +3e™ | 


-2e2 +3e3 -2e™+3e™ 











A 3e™ 2e™ -| | 
所 以 ，@(n) 可 能 是 系统 的 状态 转移 矩阵 。 


2 263 ye 2 | 


2) 4= 四 (0 ,= AD(O. 
名 ON 人 | 3e +3e™ 26 +3e™ 





1=0 


(3) x()=%() +o(D) =e"x(0)+ 上 eI Bu(r)dr 
3e™—2e™ 2e™—2e™ | 3e™ —2e™ 
其 中 ， 1)=e*x(0 = 
Oe NO go a0 20r 430™ oj | -ac + 307 


,te pf 3 2 MT) 02707 2e30-0 TO 
nw)=he Bunar= [| oa, +3e3) -2e20-9 +3e3090 ||1 l(Ddr 


，「 2e-20-o 263 J 2e200 一 2c300dr | -ez 2 二 
= dr 3 等 
由 _26-2(0-D 4 3 “i ed 4 36 Dz We 

















a_4 a_1 
所 以 ， | 2 3 中 ee ,Re 
-2 -3 3 和 
-2e ”+2e 
-DT [i s+7 
4 =C[sI- 4T'B8=[1 0]| = 
人 ace 下 0 中 si+5s+6 





i Le 
区 


[试题 16] 试验 证 和 矩阵 e” = 满足 状态 转移 矩阵 的 三 条 性 质 。( 杭 州 电子 科技 


-21 


e 








0 
大 学 ，2009 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 状态 转移 矩阵 性 质 。 


104-e2) 
2 
ee 





证 明 : (1) a 





1=0 


e4 .64r = 
(2) 


la-ew)||1 lo |1 10-e2 en) 
2 = 2 = 2 
a 0 ex | |o Oe 


0 
1 
0 
1 (oe)| oo 
0 


-20fr 
€ ) 








ed 全 人 | 
(3) 0 


1 0 
=I 
人 | 


1 10-eo] fi la-e) 
2 一 2 =6e 
0 人 0 e2 


8.2.3 ”系统 响应 的 计算 及 分 析 
考点 分 析 : 主要 考查 系统 输出 及 状态 响应 的 计算 及 其 分 析 ， 该 类 题 型 的 计算 需要 分 ; 
; 步 实现 。 首 先 ， 计 算 状 态 转移 指数 ， 然后， 根据 状态 方程 的 齐 次 性 采用 不 同 公式 计算 系 ; 
; 统 状态 ， 最 后 ， 根 据 输出 方程 计算 系统 的 输出 。 一 般 来 说 ， 可 以 分 为 如 下 几 种 类 型 。 

(1) 求解 齐 次 状态 方程 ， 采 用 公式 x(7) = ex(0) 计算 系统 状态 x(1) ; 


人 [e*] = 
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(2) 求解 非 齐 次 状态 方程 ， 采 用 公式 xD) =e*x(0)+ | es Bu(r)dr 计算 系统 状 
| xD， : 
| G) 求解 系统 输出 ， 在 前 两 种 题 型 的 基础 上 采用 输出 方程 y() = Cx(D) 计算 系统 输出 ; 
1 yD ; 
(4) 己 知 系统 输出 ， 求 系统 初始 状态 和 输入 。 




















0 
单位 阶 跃 信 号 时 系统 的 状态 x(t) 和 区 (D 。 (江苏 大 学 ，2013 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 求解 非 齐 次 状态 方程 的 方法 。 
解 : (1) 求 状态 转移 矩阵 如 下 。 
ex = Di[Gs7- 4)']= | NY" 
e 


(2) 求 系统 状态 如 下 。 
i。 本 1_e-° ro 
x(D)= ex(O+ edrOBi(r)dr= of 区 人 ou 


-中 


[试题 18] 已 知 线性 定常 系统 的 传递 本 数 G(5) = ， 写 出 系统 的 状态 空间 表达 式 ， 
并 使 4 矩阵 为 对 角 矩 阵 。 当 系统 的 输入 作用 w(D) =0 且 初 始 状 态 为 x(0)=[1 十 时 , 求 出 系 
统 的 输出 响应 。( 华 中 科技 大 学 ，2005 年 ) 

分 析 : 本 题 综合 考查 控制 系统 的 建 模 和 状态 方程 求解 问题 。 根 据 题 干 可 知 ， 本 题 要 求 


根据 传递 函数 建立 系统 的 对 角 标 准 型 。 
解 : (1) 建立 对 角 标 准 型 如 下 。 


[试题 17 系统 次 丰 方 和 为 *| -| 加 四 设 初始 状态 为 零 ， 求 在 输入 ul) 为 











G(s)= 1 名 本 | 二 2 
(s+3) 
1 
即 5 = ， 
IY(s)= 叶 加 ee 令 忆 (9)= 站 50 XX,(s)= Gr 
则 Y(s)=X(s)+2X,(5), ee 


站 三 一 2X0 十 在 
=-3x, +u 


了 = 为 +2x 
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了 se 


y=[l 2]x 








则 系统 的 对 角 标 准 型 为 


(2) 求解 系统 输出 响应 如 下 。 


| i e” 0 A 二 e™ 0 人 可 e™ 
e” =L [(sI-A) -| i | XxX(f)=€ 0-| clel. 


21 


wo-c0-0 |- tae 


[试题 19] 系统 动态 方 和 为 -| Shi sl es HAD -er ENT, 
如 何 选取 允 和 初始 状态 x(0) 使 系统 的 输出 y 恒 为 零 ? (北京 航空 航天 大 学 ，2004 年 )。 
分 析 : 本题 考 查 系统 输入 、 初 始 状态 和 输出 的 关系 。 


外 知 "| 4 
0 6 


系统 的 状态 x(0) = 已 (0+ 互 ()=eox(O) 上 | ev Bu(r)dr 


下 eYy O00) 
其 中 ， i000 | 


ze Bu dr=[ 2 0 1 ard 
5(D)=)e u(T) r= 上 . Ei 1 T 
4 二 
-0-D ,ear es re 
-中 ) 6 上 | 人 “| ri ) 
中 en .eur 21 {+2)r 外 区 
e he dr Fe) 
ex(0)+ 


所 以 x(D)=(D) + 元 (1) = 


ex,(0)+ 


(ex ~e-') 





1 
(4+1) 
. 


N21 
Ce ) 





所 以 ， 系 统 输出 为 如 下 表达 式 
yD)=[ 1]x()=e xm(0)+ 





1 Mt 21 
rn e')+e (+ 


3 | 1 
-CD *bs(0) Cr t(D ! ArD 





(e* e2) 


=[(0) 





)e” 











要 使 得 y(t)=0， 则 必须 满足 如 下 方程 组 





' 
(0)———= 
A+l 
( 1 xs(OD=-2 
(0)— i =0 ， 即 “00-2 
i ee 和 
(4+D (4+2) 


所 以 ， 当 系统 初始 状态 为 AO)-| 2 |， 4= -3 时 ， 输出 y(1)=0。 


8.3 ”能 控 性 与 能 观测 性 


8.3.1 ”能 控 性 与 能 观测 性 的 定义 与 性 质 


考点 分 析 : 主要 考查 线性 系统 的 能 控 








[试题 20] 某 系统 传递 函数 是 GGJE- 5+2 _， 问 : 若 要 求 系统 状态 完全 能 控 能 观 


s+6s2+1ls+6 
测 ， 应 如 何 选择 5? (浙江 大 学 ，2014 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 带 字母 变量 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 的 判别 方法 ， 根 据 系统 传递 函数 
在 无 零 极 点 对 消 时 系统 是 最 小 实现 的 性 质 可 知 ， 当 传递 函数 无 零 极 点 对 消 时 ， 系 统 状 态 完 
全 能 控 能 观测 。 

St Eg i s+b s+b 
人 OO re Crate 
所 以 ， 系 统 的 零点 只 有 一 个 ， 为 -b; 系统 的 极点 有 三 个 ， 分 别 是 -下 -2、-3 。 

要 使 得 系统 状态 完全 能 控 能 观测 ， 系 统 中 不 能 出 现 零 极点 对 消 现象 。 因 此 ，5 的 取 值 
范围 为 bz (-1,-2,-3) 。 








[试题 21] 已 知 系统 》 (4,B,C) 能 控 不 能 观测 ， 则 系统 > ( 4",C',B")_ _。( 东 南大 学 ， 
2014 年 ) 

(D) 能 控 能 观测 (2) 能 控 不 能 观测 (3) 不 能 控 能 观测 。 (4) 不 能 控 不 能 观测 

分 析 : 本 题 考查 对 偶 原 理 。 

解 : 根据 对 偶 原 理 ， 原 系统 的 能 控 性 与 对 偶 系 统 的 能 观测 性 等 价 ， 原 系统 的 能 观测 性 
与 对 偶 系 统 的 能 控 性 等 价 。 因 此 ， 本 题 选 (3)。 
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[试题 22] 设 系统 过 = 4x+ Bu 完全 能 控 ，A4eR” ，BeR”"，4 可 逆 ， 请 判定 
(1) 系统 z=-4x+Bu 是 否 完全 能 控 ? 对 你 的 判断 进行 证 明 ; 
(2) 设 KeR”"， 系 统 交 =(24+ BK) x+ Bu 是 否 完全 能 控 ? 对 你 的 判断 进行 证 明 ; 
(3) 设 PeR”” 可 逆 ， 系 统 交 = dx-BPu 是 否 完全 能 控 ? 对 你 的 判断 进行 证 明 ; 
(4) 系统 交 = Ax 一 x+ Bu 是 否 完全 能 控 ? 对 你 的 判断 进行 证 明 。( 北 京 大 学 ，2005 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 能 控 性 的 性 质 和 证 明 。 
证 明 : 因为 系统 状态 完全 能 控 , 所 以 RO. =R[8 4B … 4"B8]=n， 这 里 的 R 是 
Rank 的 缩写 ， 即 向 量 组 {8，4B，4*B,…，4"8) 的 n 个 列 向 量 线性 无 关 。 
(1) 对 于 系统 1， 判断 其 能 控 性 
2,=[8 CAY)B … (4')"'8] 
= (DATHB .. C1)" 4°8] 
因为 4 可 道 ， 所 以 47 的 秩 为 n， 
又 因为 RL 4 2B (-D40 38 … (CD 4B]=0， 所 以 RO =n。 
(2) 对 于 系统 2， 判 断 其 能 控 性 
Q3=[B C4+BK)B . (24+BK)™'B| 
=[B (24B+ BKB) … [(24)"™'+%+(BK)"™]B]| 




















因为 (24+BK)'= VCOA BKY ee 
i=0 


所 以 0., 初 等 行 变换 后 为 [B 4B … 4"B]， 
所 以 ， 系 统 2 状态 完全 能 控 。 
(3) 对 于 系统 3， 判 断 其 能 控 性 
Qs=[-BP -A'BP  -(4")"'BP| 
=-[B A"'B … A""BIP 
因为 R[B A471B … 4" B]=n， 且 PP 可 道 ， 
所 以 ， 系 统 3 状态 完全 能 控 。 
(4) 对 于 系统 4， 判断 其 能 控 性 
CO4=|38 (4-DB … (4-nD™B]| 
=[B (4B-B) … [(4)"™ +.…+(1)""]B] 








因为 (4 二 "= 他 ("CL 4 ， 第 mw 列 可 以 通过 前 面 的 m-1 列 线性 变换 转换 为 


70 


[8 48 … 4"B]， 所 以 ， 系统 4 状态 完全 能 控 。 



































s+1 
S +6s+5 





[试题 23] 某 单 输入 单 输出 系统 的 传递 函数 是 刺 (s) = 


子 科 技 大 学 ，2014 年 ) 
A. 状态 完全 能 控 能 观测 。“B. 状态 不 完全 能 控 C. 状态 不 完全 能 观测 
D. 状态 不 完全 能 控 ， 或 状态 不 完全 能 观测 ;或 者 状态 不 完全 能 控 且 不 完全 能 观测 
分 析 : 本 题 考查 传递 函数 零 极点 对 消 对 系统 能 控 性 与 能 观测 性 的 影响 。 
解 : 由 于 传递 函数 中 存在 零 极点 对 消 现象 ， 所 以 应 选择 (D)。 


， 可知 该 系统 ( (西安 





虽 





8.3.2 ”能 控 性 与 能 观测 性 的 判别 
考点 分 析 : 主要 考查 线性 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 的 判别 方法 ; 一 般 来 说 ， 可 以 采 : 
如 下 两 种 判别 方法 。 ! 
(1) 一 般 判 别 方法 ; 
(2) 吉 伯 特 判 据 。 























1 1 0 WH 
,10 41.kY 1 人 
[是 24] 系统 1 为 #=| 0 人 jx+| 1 | ， 则 系 统 的 状态 能 控 性 为 ; 
oo 
al 0 0 
系统 I 为 :0 0 种 路 ， 则 系统 的 状态 能 观测 性 
0 0 0 一 


为 _。( 南 京 邮电 大 学 ，2007 年 ) 

分 析 : 本 题 考查 状态 变量 的 能 控 性 与 能 观测 性 的 判别 方法 。 

解 : (1) 系 统 I 的 能 控 性 判别 时 ，4 阵 为 约 当 阵 ， 但 主 对 角 元 素 中 存在 相同 的 情况 ， 所 
以 不 能 采用 吉 伯 特 判 据 ， 只 能 使 用 一 般 判 据 进行 分 析 


0 1 24 3 入 0 1 24 34 
RO.=R[B AB 48 48]=R|! 大 入 下 

i 10 0 0 

1 洲 闪 六 10 0 0 


所 以 ， 系 统 工 的 能 控 性 是 状态 不 完全 能 控 。 
(2) 系统 开 的 能 控 性 判别 时 ，4 阵 为 约 当 阵 ， 但 主 对 角 元 素 互 异 ， 所 以 可 以 采用 吉 伯 
特 判 据 ， 由 于 两 个 约 当 块 对 应 的 C 阵 首 列 都 不 是 全 为 0 的 列 ， 所 以 系统 状态 完全 能 观测 。 
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全 


arc 


Gx 25] 局 系统 4-| | 和 | 设 系统 (4 有 能 控 ， 请 定 a、e 应 注 是 条 件 . 


(上 海 交 通 大 学 ，2009 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 系统 能 控 性 的 一 般 判别 方法 ， 采 用 能 控 阵 满 秩 的 时 候 行列 式 不 等 于 零 
进行 分 析 和 计算 。 
解 ， 0.=[8 人]-|， ;| 要 使得 系统 状态 完全 能 控 ， 则 必须 有 |Q <0， 

















所 以 ， 当 a+cz1 时 ， 系 统 状 态 完全 能 控 。 


ee 高 散 系 统 的 状 杰 方程 为 [t+ |_| 1 和 De , 
[试题 26] 离散 系统 的 状态 | 2 -| = 人 tk u(R) 


(1) 是 否 存在 一 个 有 限 控制 序列 和 (0),u(1D),…,u(N)} ;使 亲 统 能 够 从 初始 状态 转移 到 零 
状态 ? 给 出 判断 依据 和 判断 过 程 。(C2) 若 存在 ， 求 N 的 最 不 人 及 控制 序列 {1(0),u(D,…,u(N)} 。 
(哈尔滨 工业 大 学 ，2003 年 ) 

分 析 : 本题 考查 离散 系统 能 控 性 的 判别 廊 法 以 及 控制 序列 的 计算 方法 。 

解 : (1) RO -=R[ 太 Gq]=| |=2， 所 以 ， 访 让 系 统 忆 态 完全 能 控 。 要 所 
散 系 统 的 能 控 性 定义 ， 存 在 一 个 有 限 的 控制 序列 ， 可 以 将 系统 能 够 从 初始 状态 转移 到 鹤 关 
态 。 

C) 因为 该 离散 系统 为 二 阶 系统 ， 所 以 控制 序列 让 该 包含 两 个 控制 量 可 以 使 得 x(2) = 0， 
即 N 的 最 小 值 为 了 
x(2)= Gx(1) + Hu(l) = Gx(0) + GHu(0)+ Hu(l)=0 


, uD)] [0) 0 1]ud]_ 「 -4 TaO) 
a oj- [ol 叫 本 [; | [eo 


得 rit psn | (0) | _[-40% (0) +10x,(0) 
代入 可 得 所 家 的 控制 序 下 | “| -| | 


[试题 27] 求 如 图 8.6 所 示 控 制 系统 的 状态 空间 模型 ， 并 讨论 其 能 控 性 与 能 观测 性 。( 南 京 
理工 大 学 ，2016 年 ) 





sl 1 


512 ”| GDeD 

















图 8.6 试题 27 方 框图 
分 析 : 本 题 考查 两 个 串联 子 系统 的 状态 表达 式 及 其 能 控 性 、 能 观测 性 的 判别 方法 。 
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CERaeesesaeezm 
解 :(1) 建 立 状 态 空间 模型 。 设 子 系统 5,(4,8,,C,,D) 对 应 的 传递 函数 为 G(s) = oe = 


= 3 多 Ee 
1+- ， 子 系统 5,(4,B,,C,,D,) 对 应 的 传递 函数 为 G(s)= BD 











ri 


分 别 建立 两 个 子 系统 的 能 控 标 准 型 ， 可 以 写 为 


Ej 
= +| |z 
=-2x +u | |1 ollxn| 1 

S(4,B,C,D)= I 


， S$,(4,B,,C,,D,)= 


2=-3% +u 8 ya os| 
| [2 0 olfx] fi 
总 |=|0 0 1lx|+l0lu 
he 
y=[0 1 中 


(2) 能 控 性 与 能 观测 性 判别 。 





则 串联 后 的 模型 为 


1 = .7 


1 4 
RO.=R|B AB 4:B|= | 1 | 所 以 状态 不 完全 能 控 。 
0 
1|=3 ， 所 以 状态 完全 能 观测 。 
0 








[试题 28] 设 n 阶 系统 的 状态 空间 表达 式 为 
X(1) = Ax(t) + Bul(?t) 
be 
车 CB=0，C4B=0，C4*B=0，…，C4”'B=0， 试 证 明 : 系统 不 能 同时 满足 能 控 
性 与 能 观测 性 的 条 件 。( 北 京 邮 电大 学 ，2015 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 能 控 性 与 能 观测 性 的 判别 方法 。 
证 明 : 
忆 CB CAB … CA™!B 


CA C4B CAB :: C4"B 
RIQ,Q]=R| ~ [8 4B 4"'B8]= 


Ca CA™TIB CAB :1 CA”MB 
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又 因为 CB=0，C4B=0,， C4*B=0, …,， C4™'B=0， 


0 0 0 0 
0 0 0 1: C4"B 
所 以 RIQ,:0.] 一 |0 0 0 i C4™B |<n 


0 CAB CA™B 1 CAWB 
因为 系统 状态 既 能 控 又 能 观测 的 充 要 条 件 是 RO. =n 且 RO,=n， 即 RIQ.:0,]=n， 所 
以 ， 该 系统 状态 不 完全 能 控 能 观测 ， 即 系统 不 能 同时 满足 能 控 性 与 能 观测 性 的 条 件 。 


8.3.3 “根据 能 控 性 与 能 观测 性 的 模型 转换 

考点 分 析 :主要 考查 线性 系统 根据 能 控 性 与 能 观测 性 进行 模型 转换 。 一 般 来 说 , 可 

| 以 分 为 如 下 4 种 题 型 。 
(1D 转 换 为 能 控 标准 型 ，(2) 续 换 为 能 观测 标准 型 ; (3) 能 控 性 分 解 ，(4) 能 观测 性 分 解 。: 


[试题 29] 已 知 线性 定常 系统 的 方 框图 如 图 8.7 所 示 。 


Us) 5 
S+1 


图 8.7 试题 29 方 框图 


(1) 给 出 该 系统 的 状态 实现 (三 维 空间 、 能 控 标准 型 或 者 能 观测 标准 型 ) 
(2) 分 析 该 系统 的 能 观测 性 与 能 控 性 ; 
(3) 若 该 系统 为 不 完全 能 观测 或 者 不 完全 能 控 ， 作 相应 的 能 观测 性 或 者 能 控 性 分 解 。 
(哈尔滨 工程 大 学 ，2013 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 线性 定常 系统 的 建 模 和 模型 转换 方法 。 
解 一 ， 能 控 标准 型 实现 及 其 结构 分 解 。 
(1) 状态 空间 表达 式 建立 
5 s+l $s+5 


G(s)= “3 be 3 
S+1 s +2s+4 5s +3s +6s+4 


所 以 ， 可 以 建立 能 控 标准 型 为 


0 1 0 0 
x=|0 0 1|x+|l0lu 
-4 -6 -3 1 


y=[5 5 0]x 
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(2) 该 系统 为 能 控 标 准 型 ， 状 态 完 全 能 控 。 
































C 5 -5 -0 
RO,=R| C4 |=R| 0 5 5 |=2， 所 以 状态 不 完全 能 观测 。 
CA -20 -30 -10 
建立 的 系统 模型 为 三 维 空间 的 能 控 标准 型 ， 状 态 完 全 能 控 但 不 完全 能 观测 。 
550 
(3) 能 观测 性 分 解 。 构 造 非 奇 异 变换 矩阵 =|0 5 5|， 则 
0 0 5 
02 -02 02 
T=|0 02 -02 
0 0 02 
0 1 0 0 
则 线性 变换 后 ，4 =T 4 和 =|-4 -2 0|, B=7"B8=|5|; C=C7,=[! 0 0] 
4 -2 -1 5 
结构 分 解 后 系统 的 状态 空间 表达 式 如 下 ， 其 中 能 观测 子 系统 为 二 阶 


0 3 0 
加 | -4 240 加 | Sh 
3 2 5 
Xo 
y= 1 一 一 
y=[1 oo 说 | 


解 二 : 能 观测 标准 型 实现 及 其 结构 分 解 。 
(1) 状态 空间 表达 式 建立 。 由 解 一 可 知 ， 系 统 的 能 观测 标准 型 为 


0 0 -4 3 
X= -6|x+|5 lu 
0 


1 0 
0 1 -3 
0 
5 0 -20 
RO. =R[B 48 ek 5 | 




















(2) 系统 的 能 控 性 能 观测 性 判定 。 


1]x 
0 5 -10 
所 以 ， 系 统 的 状态 为 不 完全 能 控 但 完全 能 观测 。 


(3) 能 控 性 分 解 。 
02 0 0 
， 则 T=|-02 02 0 


500 
构造 非 奇 异 变 化 矩阵 T=|5 5 0 
055 02 -02 02 
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0 -4 -4 1 
则 线性 变换 后 ，4 =TK 4 =|1 -2 -2|, B=7"B8=|0|, C=CT.=[0 5 5] 
0 0 -1l 0 











[0 $3!3] 外 


8.4 稳定 性 与 李 雅 普 诺 夫 方法 





考查 系统 稳定 性 概念 、 平衡 点 求 取 以 及 运用 李 雅 普 诺 夫 判 别 方法 判 : 








考点 分 析 : 





: 考点 分 析 : 主要 考查 线性 系统 稳定 性 的 李 雅 普 诺 夫 判 别 方法 。 即 对 于 一 个 系统 ， 如 : 
; 果 能 找到 一 个 正定 的 标量 函数 V(x) ， 而 依 (3) 是 负 定 的 ， 则 该 系统 是 渐 近 稳定 的 。 : 








[试题 30] 请 给 出 线性 定常 系统 李 雅 普 诺 夫 意义 下 渐 近 稳定 性 的 判定 条 件 ， 并 判断 如 下 系 
统 在 平衡 状态 处 的 稳定 性 。 





N=-XitXy 
(2) 计 =-x， (北京 大 学 ，2005 年 ) 

入 =X 

分 析 : 该 题 考 查 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 的 判别 条 件 以 及 三 阶 系统 的 稳定 性 分 析 方 法 。 

解 ; 下 面 是 线性 定常 系统 李 雅 普 诺 夫 意义 下 渐 近 稳定 性 的 判定 条 件 。 设 线性 系统 的 状 
态 方程 为 X= 4x ， 则 系统 在 平衡 状态 x = 0 处 为 大 范围 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 是 : 对 于 任意 
给 定 的 正定 实 对 称 矩 阵 O ， 总 存在 一 个 正定 的 实 对 称 和 矩阵 P ， 满 足 李 雅 普 诺 夫 方程 
4 P+P4=-CO， 并 且 系统 的 一 个 可 能 的 李 雅 普 诺 夫 函数 为 FCO =x Pr 。 


| | ws Be _|1 0 
© mg, 4[2 中 aa-[ |, o 下 


三 -2% + 
(D 


= 























二 





2 ,| || a | 中 "| 
-1 -3 lp Po] LP PzJl-l -3 0 1 


解 之， p=| |-| V4 本 




















py ps| -2 V6 
根据 西 尔 维 斯 特 准则 ，4, = 荆 ， 二 =- 着 =00347>0， 所 以 已 阵 正定 。 
所 以 ， 该 系统 在 平衡 状态 x = 0 处 的 稳定 性 是 大 范围 渐 近 稳定 的 ， 且 系统 的 一 个 可 能 
下 
的 李 氏 函数 为 CO=xPx=z| 4x 
12 6 

















| 1 〖 Pi | | 
(2) 由 题 意 知 4=| 0 -1 0| , 设 P=|p, p, pi1%`Q=|0 0|， 
0 0 -1 py Pa Ps 0 1 
-1 1 0T[mm ps ps| [py ps pi 
中 =t 0 2 py 2 Po | 
0 0 -lp Pa PLD Pa ps 
pu Pa A E 0.25 1 
pn Pa Bil=10.25 0.75 0 
py Pa Ps 0 0 .05 
根据 西 尔 维 斯 特 准则 ，.4 =0.5 ，4, =0.5x0.75-0.25x0.25=0.3125 >0， 





解 之， 可 得 P= 





4 =(0.5x0.75 一 0.25x0.25)x( 一 1)””x0.5=0:15625 >0， 所 以 P 阵 正定 。 
所 以 ， 该 系统 在 平衡 状态 x, =0 处 的 稳定 性 是 大 范围 渐 近 稳定 的 ， 且 系统 的 一 个 可 能 


0.5 025 0 
的 李 氏 函数 为 V(x)=x'Px=x"|0.25 0.75 0 |x。 





0 0 0.5 
0 1 0 

[试题 31] 已 知 某 离散 系统 的 状态 方程 为 xk+D=|0 0 ”1 |x(k) ，a>0， 试 用 李 雅 普 诺 夫 
0 2a 0 








第 二 法 确定 使 平衡 状态 渐 近 稳定 的 a 的 取 值 范围 。( 大 连理 工大 学 ，2012 年 ) 
分 析 : 该 题 考查 线性 定常 离散 系统 的 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 判别 方法 。 



































0 1 0 [PP Ps 1 0 0 
(3) 解 : 由 题 意 知 G=|0 0 1|， sa Pa Pals Q=|0 1 0|， 
0 2a 0 pa Py Ps 0 0 1 
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则 李 雅 普 诺 夫 方 程 CPG-P=-O， 


0 1 offp, ps psllo 1 of fp ps ps 1 0 0 

0 0 1 pp pl00 1-P pa pl=-010 

0 2a 0 [py Pa Ps)l0 2a 0| [py Pa ps 001 
-Pp -Pi -Pps 人 00 

即 -Py pu + 2ap' + 2apy + 4a’ pss 一 Po Pa+2ap -pas|=|0 -1 0 


一 Pi Pa 二 2qp2 — py Pr 一 Ps 
由 于 忆 为 实 对 称 矩阵 ， 所 以 局 = P,， 代 入 可 得 





























1 0 0 
py Pa Ps 2 
4a +2 
P=|p Pp» 外 0 ‘NMS 
py Py Ps 3 
1-4a’ 
根据 西 尔 维 斯 特 准则 , 要 使 得 系统 稳定 ;必须 满足 各 阶 顺 序 主子 行列 式 大 于 零 , 4 =1， 
2+4a’ 2+4a: 3 二 i ds I 1 
4,= >0， 2,= : >0” 所 以 P 阵 正定 时 ， 必 须 满足 -~=<a<==。 
1 = I 开 以 P 阵 正定 时 须 满足 pry 








题 干 知 ，a>0， 则 使 平衡 状 态 浙 近 稳 定 的 a 的 取 值 范 围 为 0<a < 了 ， 且 系 统 的 一 个 














Y 0 0 
可 能 的 李 氏 函数 为 V(x)=x'Px=x'|0 二 0 |x。 
—4a 
0 3 5 
1-4a 
[试题 32] 某 系 统 的 状态 方程 为 
0 £ 0 0 0 
0 0 0 0 
X= 尺 和 二 u 
0 和 2 0 
一 2 是 


?=[L 0 0 1 


(1) 判断 三 3 时 该 系统 是 否 稳定 ; 

(2) 求 使 该 系统 稳定 的 大 的 取 值 范围 。( 哈 尔 滨 工业 大 学 ，2005 年 ) 

分 析 : 该 题 考 查 状态 空间 表达 式 的 稳定 性 判别 方法 ， 李 氏 直 接 法 一 般 用 在 二 阶 系统 的 
判别 中 ， 因 此 本 题 四 阶 系统 稳定 性 的 判断 可 以 采用 李 氏 间接 法 进行 判断 。 
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Go 


解 : (1) 求 系统 特征 根 ， 并 根据 特征 根 的 位 置 判 断 系 统 稳定 性 





A4-k 0 0 
(UE 
M7-4=|。 Wi = 入 + 和 +642+44+25=0 


1 2 


于 带 有 字母 变量 的 四 阶 方程 的 特征 根 很 难 用 因 式 分 解 进行 求解 ， 采 用 劳 斯 判 据 来 分 
析 系 统 稳定 性 ， 列 写 劳 斯 判断 阵列 如 下 



































2k 





根据 劳 斯 判 据 ， 要 使 得 系统 稳定 ， 劳 斯 阵列 第 一 列 必须 大 于 0， 


pt 即 在 0<<4 的 范围 内 ， 系 统 是 交角 
2k>0 


所 以 ， 本 3 时 该 系统 是 稳定 的 。 
(2) 由 刚才 分 析 过 程 可 知 ， 在 0<k<4 范 围 内 ， 系 统 是 稳定 的 。 

















8.4.2“” 非 线性 系统 的 稳定 性 分 析 





[试题 33] 请 用 李 雅 普 诺 夫 方 法 研究 如 下 系统 ， 给 出 系统 在 平衡 点 稳定 时 参数 a 所 需 满足 
的 条 件 。 


和 = 一 XX 十 Co 
3 (浙江 大 学 ，2010 年 ) 


加 三 入 十 0 
分 析 : 该 题 考查 非 线性 系统 的 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 分 析 方法 ， 根 据 题 意 理解 ， 应 为 李 氏 
渐 近 稳定 性 的 判别 。 
解 : (1) 求 平衡 状态 x. 
EF 三 一 翅 二 =0 


=H+ar =0 








0 
， 解 得 唯一 平衡 状态 区 -| 


(2) 稳定 性 判定 。 设 李 氏 函数 V(x)=w?*+x,， 则 a<0， 


V(x) =20% + 2 =2x(—x, + ax)+2x,(m +ax)=2a(x% + 














当 系 统 广 义 能 量 不 断 减少 ( 即 李 氏 函 数 的 变化 率 负 定 ) 时 ， 系 统 在 平衡 状态 渐 近 稳定 。 
因为 要 使 V(x) =2a(w* +2z) 负 定 ， 必 须 满足 &<0 。 所 以 系统 要 在 平衡 状态 二 渐 近 稳 
定 ， 必 须 满足 条 件 a<0 。 








[试题 34] 设 系统 的 状态 方程 为 


高 三 一 国士 闵 
访 = 为 一 2 六 


= 





试 分 析 系 统 在 平衡 点 的 稳定 性 。( 湖 北 工业 大 学 ，2013 年 ) 
分 析 : 该 题 考查 非 线性 系统 的 李 雅 普 诺 夫 稳定 性 分 析 方法 。 
解 : (1) 求 平衡 状态 


0=—3x% +x, 
0=% 2% ， 解 得 三 0 
0=2x +4x -no 


(2) 在 平衡 状态 x. 邻 域内 泰勒 级 数 展开 进行 线性 化 处 理 ， 即 4= 交 | 








(Xxx)+ R(X) 
0 


忽略 泰勒 级 数 展开 的 高 阶 项 R(x) ,有 


-3 1 0 
X= Ax+R(xX)<| 1 -2 -0 |x 
1 





























0、0 - 
2+3 -1 0 
[A417-4l=| -1 4+2 0 |=(4+D(4 +54+5) 
0 0 4+l 
所 以 近似 线性 化 模型 的 极点 为 几 =-1，4， a 都 在 左 半 s 平 面 ， 所 以 原 非 线性 


系统 在 平衡 点 处 渐 近 稳定 。 








六 = 


?的 平衡 点 ， 并 对 各 平衡 点 进行 线性 化 , 然后 分 














[试题 35] 斌 求 F 列 线性 素 统 | 


别 判断 这 些 平衡 点 的 类 别 。( 武 汉 大 学 ，2014 年 ) 
分 析 : 该 题 考查 非 线性 系统 平衡 状态 的 求解 方法 和 稳定 性 分 析 方 法 。 
解 : (1) 求 平衡 状态 


0=% —% a 加 1 _ -1 
Re 














O -| 中 在 平衡 状态 <, 进行 线性 化， 


_ 1 
ae cl 


|47-4|= Ee 和 2 一 4+2 


所 以 近似 线性 化 模型 的 极点 为 尺 。 -I 


在 平衡 点 处 x 处 不 稳定 。 
(3) 在 平衡 状态 x, 进行 线性 化 


1 -1 
X=Ax+R(x)~ ky 
=2 0 


， 都 不 在 左 半 s 平面 ， 所 以 原 非 线性 系统 





Mr- 二 中 


所 以 近似 线性 化 模型 的 极点 为 4, = Lad ， 存 在 右 半 平面 的 极点 ， 所 以 原 非 线性 系 
统 在 平衡 点 处 x., 处 不 稳定 。 


8.5 ”线性 系统 的 综合 


| 考点 分 析 : 主要 考查 状态 反馈 、 输 出 反馈 的 特点 以 及 利用 状态 反馈 实现 系统 的 极 : 
; 点 配置 、 全 阶 观测 器 以 及 降 阶 观测 器 的 设计 方法 。 : 





8.5.1 系统 极点 配置 

考点 分 析 : 主要 考查 状态 反馈 性 质 和 极点 配置 的 方法 。 | 
! - 般 来 说 ， 对 于 极点 配置 ， 可 以 分 为 能 控 标准 型 的 极点 配置 和 非 能 控 标准 型 的 极 ; 
; 点 配置 。 对 于 非 能 控 标准 型 ， 其 极点 配置 可 以 采用 直接 法 或 者 先 转换 为 能 控 性 再 进行 极 ; 
; 点 配置 。 : 











a oa | | 0 
[试题 36] 设 系统 的 状 空间 措 术 为 0 0 of 0 lie 0=[ os 
(1) 设计 状态 反馈 矩阵 K， 使 系统 闭环 极点 配置 在 (-1,-5) 处 ; 
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(2) 求 出 状态 反馈 后 系统 零 极点 形式 的 传递 函数 ， 并 对 系统 能 控 性 与 能 观测 性 的 变化 


情况 进行 说 明 。( 西 安 交通 大 学 ，2011 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 状态 反馈 对 系统 极点 、 能 控 性 与 能 观测 性 的 影响 情况 。 
解 : (1) 设 状态 反馈 规律 为 =[h 三 ]x+v， 则 反馈 后 的 系统 模型 为 


X=(A+BK)x+Bv, y=cx, 


k 1+k, 
mx 丰收 y=[1 0]> 


-有 -1 一 所 


f(s)=|(sIT- A-BK)|= Pn 


=s’ —(h +hk)s—h 











因为 反馈 后 的 极点 落 在 (1,-5) 处 ， f(s)=(s+D)(s+5)=s* +6s+5 

所 以 K=[-5 -1]， 反 馈 控制 规律 为 w=[-5 一 1]x+v 

反 人 后 的 系统 太空 间 表 这 式 为 =| hh »=[! Ox 

(2) 状态 反馈 后 系统 零 极点 形式 的 传递 函数 为 
G0- 

s+6s+5 (s+1)(s+5) 
反馈 前 系统 的 能 控 性 与 能 观测 性 
RO. =R[B 全 -有 0|-2， 状态 完全 能 控 ; 
| C 1 0 

¥ Es 做 态 完 攻 观 测 。 

RO, 中 3 中 4 2 ， 状 态 完全 能 观测 

状态 反馈 后 的 闭环 系统 能 控 性 与 能 观测 性 


1 -5 
了 引 ->， 状态 完全 能 控 ; 


RO'=R[B (4+BK)B]= 中 





「 Cc Ei0 
pa _ 本 不 人 
rg.=al oa mo]-#l Ss 中 状态 不 完全 能 观测 。 





Ea 











为 闭环 传递 函数 出 现 了 零 极点 对 消 现象 ， 所 以 破坏 了 原 系统 的 能 观测 性 。 





| 0 |"+ 中 

2 -3 韦 、 者 
py(D)=[3 1]x 

和 矩阵 配置 闭环 系统 的 极点 ， 则 状态 反馈 矩阵 开 =[ 右 态 ] 应 如 何 取 值 ， 会 使 得 
成 不 可 观测 的 系统 ? (华中 科技 大 学 ，2012 年 


[试题 37] 已 知 线性 定常 系统 的 状态 空间 表达 式 为 











一 











状态 反馈 








闭环 系统 变 





分 析 : 本 题 考 查 能 控 标 准 型 的 极点 配置 ， 以 及 状态 反馈 对 系统 能 观测 性 的 


影响 情况 。 





小 。 现代 控制 理论 基础 (第 2 版) 

















解 一 : 采用 状态 反馈 后 系统 的 能 观测 性 直接 判别 。 
(1) 设 状 态 反馈 规律 为 w= [kJx+v， 则 反馈 后 的 系统 模型 为 





X=(A+BK)x+Bv, y=cx, 


wx-| 2 eb wal lk 
(2) 分 析 闭 环 系统 的 能 观测 性 
C 1 Rp ， i 
-| | 时 | 要 Rn 请- 
解 之 ， 可 得 =3k, +2 时 闭环 系统 状态 不 完全 能 观测 。 
解 二 :采用 状态 反馈 后 系统 的 传递 函数 矩阵 判别 。 
设 状态 反馈 规律 为 =[，]x+v， 则 反馈 后 的 系统 模型 为 


X=(A+BK)x+By, y=ex, 


0 1 0 
w=| 2 a bh 六 


则 闭环 传递 函数 为 -= SS+3/, Ky 

则 闭环 传递 函数 为 G(s) PG 
传递 函数 出 现 零 极点 对 消 现象 

Sd 5S+3 3+a=3=kb 

传递 函数 ; 三 二 一 -~ _ ， 见 

设 闭 环 传递 函数 为 G(s) Gr ra) 1 


所 以 ， 可 得 =3k +2 时 闭环 系统 状态 不 完全 能 观测 。 


， 要 使 得 闭环 系统 不 可 观测 必须 满足 闭环 


100 ， 
s(s—5) 
(1) 系统 状态 空间 描述 的 一 个 最 小 实现 ; 
(2) 试用 状态 反馈 对 系统 进行 极点 配置 ， 使 系统 在 单位 阶 跃 输入 下 的 超 调 量 为 4.33%， 
有 阻尼 振荡 频率 w, = 20 rad/s。( 西 安 理 工大 学 ，2015 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 系统 的 最 小 实现 ， 以 及 根据 古典 控制 理论 指标 进行 极点 配置 的 方法 。 
解 : (1) GG) = 全 + ， 和 =0，1 =-5， 





[试题 38] 设 系统 传递 函数 为 GC(s) = 求 














| 
s+5 


ci = lims “G(s)=20, c,= lim(s +5):G(s)=—20 


风 建 立 对 朋 慰 准 型 为 | > |-| 1H 
Nh EE 员 | 攻 轧 | 
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因为 RO. = R[B 全- 中 |->， | 
所 以 ， 该 实现 是 状态 空 s 间 的 一 个 最 小 实现 。 
(2) 由 8=e NS xl100%=43%， il= 四 中 -后 = 
得 =0.707 ，w, = 28.3 rad/s， 故 极点 配置 在 -20+j20 处 。 
设 状态 反馈 规律 为 n= Kx+v=[h 态 ]x+v 
f(s)=s +(5—h ok)s—5h, f(s)=s* +40s+800 
k=-160, k=-125 
得 状态 反馈 规律 为 4 = Kx+v=[-160 -125]x+v， 反 馈 后 系统 模型 为 


站 -Ce 附和 
y=[20 -20] | 














20 -20] 
0 100| 




















8.5.2 ”观测 器 设计 





中 | ?=[1 0]x， 设 计 全 阶 状态 观测 器 ， 


使 闭环 极点 位 于 (x,-2r (r+ 为 大 于 0 常数 )， 并 画 出 状态 图 。( 西 安 理 工 大 学 ，2014 年 ) 
分 析 : 本 题 考查 全 阶 观测 器 的 设计 方法 。 
解 : 判断 能 观测 性 (是 否 满足 设计 观测 器 的 条 件 ) 


RO, = le 四 中 | =2， 故 系统 可 观 可 以 设计 全 阶 观测 器 。 


| _|0 1| lh 0 1 
re ee 和 


闭环 特征 多 项 式 f(s)=|S1 -4+HC|= 这 和 


[试题 39] 设 受 控 系统 动态 方程 为 -| 


一 ] 
=s +sh + 局 
5 








希望 特征 多 项 式 f(s)=(s+r)(s+27)=s* un 











因为 闭环 极点 落 在 希望 极点 上 ， 则 f(s)= 万 (s) ， 联 立 解 得 
四 


ed a 
则 设计 的 观测 器 为 1 2 of lar 
$=Ct=[1 0]z 
设计 的 观测 器 结构 图 如 图 8.8 所 示 。 









































3r 
i=AxtBu 如 请 
le 下 > em 
( 原 系统 ) 








< 


8.8 系统 全 阶 观测 器 结构 图 

















8.5.3” 带 观测 器 的 极点 配置 





[试题 40] 已 知 线性 定常 系统 的 状态 方程 为 


志 -| hohe y=[1 0]x, 


设计 带 全 阶 观测 器 的 状态 反馈 系统 ， 使 观测 器 的 极点 为 (-10,-10)， 反 馈 系统 的 极点 
为 (-5,-5 )， 写 出 状态 观测 器 的 状态 方程 和 反馈 系统 的 状态 空间 表达 式 。( 华 中 科技 大 学 ， 
2013 年 ) 

分 析 : 本 题 考查 带 全 阶 观测 器 的 极点 配置 设计 方法 。 

解 : (1) 判断 能 控 性 与 能 观测 性 。 

因为 系统 为 能 控 标准 型 ， 所 以 要 设计 带 观 测 器 的 极点 配置 ， 必 须 验 证 其 能 观测 性 。 


RO, -sla 路 >， 所 以 该 系统 可 以 设计 带 观 测 器 的 极点 配置 。 


(2) 设计 极点 配置 。 

设 状态 反馈 规律 为 4= Kx+v=[ hk]x+v, 

原 系 统 特征 多 项 式 为 f(s)=|SI 一 4|=s* +6s， 

希望 特征 多 项 式 为 f(s)=(s+5)(s+5)=s? +10s+25， 
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ee 


则 =a-d=6-10=-4, =a,-d,=0-25=-25， 
则 反馈 规律 为 = Kx+v=[-25 —4]x+v。 
(3) 设计 观测 器 。 


Wr hh 
网 


-h 1 
则 4-HC= 区 | 
则 闭环 特征 多 项 式 为 f(s) 一 s?+(h+6)s+(6h ++hb) 
希望 特征 多 项 式 f,(s)=(s+10)(s +10)=s? +20s +100 
因为 闭环 极点 落 在 希望 极点 上 ， 则 f(s)= f(s)， 联 立 解 得 =14，h =16 ， 则 建立 的 
闭环 系统 状态 空间 模型 可 以 表示 为 


四 Te [he 
wle qo 


0 1 0 0 0 
党 -25 -10 -25 -4|lx 1 
e 0 0 -14 1 [3 0 
即 
0 0 -16 -6 0 
x 
)=|1 0 0 0 
i 
其 中 e 为 估计 误差: 
加 只 兴国 回 ,zt 加 回国 
二 
省 和 te bt 
实验 实验 实验 
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4 | 微机 原理 及 接口 技术 7-301-16931-5 肖 洪 兵 32 2010 ”| 电子 课件 /习题 答案 
5 _ | 数字 电子 技术 7-301-16932-2 刘 金 华 30 2010 ”| 电子 课件 /习题 答案 
i a 2018 第 4 次 | .nia 
6 | 微机 原理 及 接口 技术 : 7-301-17614-6 | 李 干 林 李 升 | 22 重印 课件 (实验 报告 ) 
第 3 次 | 是 
7 | 使 拟 电子 技术 7T30L-I7700.6 | 张 结交 刘 在 如 | 36 oa 电子 课件 习题 答 案 
8 | 电工 技术 (第 2 版 ) 7.301.31278.0 | 张 | 2020 
9 _| 电 路 分 析 基 础 7-301-20505-1 吴 舒 辞 38 2012 
第 3 次 
10 | 数字 电子 技术 7.301-21304-9 | 灰 长 海 、 张 天 胸 [XK 
第 3 次 
12 | 电路 与 模拟 电子 技术 26 2012 | 部 分 课件 
13 | 电子 电路 基础 36 | 2013 | 部 分 课件 
14 | 电文 化 一 电气 30 | 2013 
16 | 模拟 电子 技术 姚 姬 咱 30 | 2013 | 电子 课件 
17 | 电工 电子 基 侯 桂 珍 32 | 2016 重 印 
第 3 次 
18 | 电子 技术 实验 教程 Pe 
重印 
19 | 电工 技术 和 和。 从 | 电子 课件 /习题 答案 
2019 第 4 次 
20 “| 电子 技术 实验 教程 1 
重印 
21 | 微 控制 器 原理 及 应 用 42 2014 
a 指导 与 可 民 
22 人 9 指导 与 习题 32 2015 “| 电子 课件 /习题 答案 
23 _| 电 工学 实验 教程 (第 2 版 ) 7-301-25343-4 27 2015 
24_ | 微机 原理 及 接口 技术 7-301-26063-0 李 干 林 42 2015 | 电子 课件 /习题 答案 
25_ | 简明 电路 分 析 7-301-26062-3 姜 涛 48 2015 _ | 电子 课件 /习题 答 
2016, 2! 
26 | 微机 原理 及 接口 技术 (第 2 版 ) 7-301-26512-3 | 越 志 诚 ” 段 中 兴 | 49 | 二 维 码 数字 资源 
27_ | 电子 技术 综合 应 用 7-301-27900-7 37 2017 - 维 码 数 
28_ | 电子 技术 专业 教 7-301-28329-5 36 2017 维 码 数 
子 科学 与 技术 专业 课程 开发 与 救 学 
29 | 课程 开发 与 教学 | 7.301.28544.2 38 | 2017 ”| 二 维 码 数字 资源 
电子 、 通 信 
2018 第 10 电子 课件 ， 中 国 大 学 出 
1 “|DsP 技术 及 应 用 7-301-10759-1 ”次 重印 版 社 图 书 奖 首届 优秀 教 
2 | 电子 工艺 实习 (第 2 版 ) 7-301-30080-0 周 春 阳 35 2019 
电子 课件 ， 中 国 大 : 
3 ”| 电子 工艺 学 教程 7-301-10744-7 | 张 立 圾 王 华 奈 | 45 ld 














































































































































































序号 书 名 书号 编著 者 定价 | 出 版 年 份 教 辅 及 获奖 情况 
4 | 信号 与 系统 7-301-10761-4 | 华 容 隋 晓 红 | 33 脸 济 六 电子 课件 
电子 课件 译文 , 中 
Ei 程 专业 英语 (第 2 版 ) 7-301-19318-1 | 韩 定 定 ” 李 明明 | 32 | 站 者 | | 0 
教材 
6 _ | 高 频 电子 线路 (第 2 版) 7-301-16520-1 | 宋 树 祥 _ 周 冬 梅 | 35 | 2013 重印 | 电子 课件 /习题 答案 
2019 第 16|，_， 
7 |MATLAB 基础 及 其 应 用 教程 7-301-11442-1 | 周 开 利 ” 邓 春 晖 | 39 次 重印 电子 课件 
8 7-301-12178-8 | 隋 晓 红 钟 晓 玲 | 32 ee 六 电子 课 人 
和 g 2019 第 4 次 | ，_， 
9 ”| 数字 信号 处 理 7-301-16076-3 | 主 吾 宇 ” 张 培 珍 | 32 重印 电子 课件 /答案 /素材 
10 | 光纤 通信 (第 2 版 ) 7-301-29106-1 冯 进 玫 39 2018 “| 电子 课件 /习题 答案 
11 7-301-17986-4 德 32 2010 “| 电子 课件 /答案 /素材 
1 | 7.301L18285.7 | 周 张 语 曾 技 | 而 、| zol | 电子 课件 
13_|MATLAB 基础 及 应 用 39 2011 电子 课件 /答案 /素材 
14 | 现代 电子 系统 设计 教程 (第 2 版 ) 45 | 2018 | 电子 课件 /习题 答 宁 
15_| 信 号 与 系统 (第 2 版 ) 42 2018 
16_|MATLAB 基础 与 应 用 教程 32 2013 
17 | 微波 技术 基础 及 其 应 用 49 2013 和 
充 材 料 等 
18 | 网 络 系统 分 析 与 设计 严 承 华 39 | 2012 | 电子 课件 
19 |DsP 技术 及 应 用 39 | 2013 | 电子 课件 /答案 
20 | 2015 
21 | 信号 与 系 38_| 2015 重印 | 电子 课件 /答案 
22 | 信号 与 线性 系统 朱 明 早 3 | 203 | 了 
23 | 信号 分 析 与 处 理 39 | 2013 
24 36_| 2016 重印 | 电子 课件 /答案 
1 Vy 用 基础 (第 2 版 ) 45 2015 材 /答案 
26_|EDA 技术 及 数字 系统 的 应 用 55 2015 
27 | 算法 设计 、 分 析 与 应 用 教程 49 | 2014 
28 |Android 开发 工程 师 案例 教程 48 | 2014 
29_|ERP 原理 及 应 用 (第 2 版 ) 7-301-29186-3 朱 宝 慧 49 2018 _ | 电子 课件 /答案 
30 电 设计 与 7-301-25509-4 | 武 林 陈 希 | 32 2015 
31 电子 技术 7-301-25508-7 赵 玉 刚 29 2015 “| 电子 课件 
32_ | 信息 与 通信 专业 英语 7-301-25506-3 刘 小 佳 29 2015 _ | 电子 课件 
33 _| 信 号 与 系统 7-301-25984-9 张 建 奇 45 2015 _ | 电子 课件 
34_ | 数字 图 像 处 理 及 应 用 7-301-26112-5 张 培 珍 36 2015 | 电子 课件 /习题 答案 
35 ”|Photoshop CC 案例 教程 (第 3 版 ) 7-301-27421-7 李 建 芳 49 2016 ”| 电子 课件 /素材 
36 _ | 激光 技术 与 光纤 通信 实 7-301-26609-0 | 周建华 兰 岚 | 28 2015 ”| 数字 资源 
37 _|Java 高 级 开发 技术 大 学 教程 7-301-27353-1 陈 沛 强 48 2016 “| 电子 课件 /数字 资源 
38 统 设计 与 应 用 7-301-27267-1 弄 李 冰 | 42 2016 
39 7-301-28597-8 | 沈 亚 强 _ 沈 建国 | 30 2017 
自动 化 、 电 气 
1 | 自动 控制 原理 7-301-22386-4 佟 威 30 2013 ”| 电子 课件 /答案 
2 | 自动 控制 原理 7-301-22936-1 邢 春芳 39 | 2016 重 印 
和 7-301-22448-9 谭 功 全 44 2013 


























序号 书 名 书号 编著 者 定价 | 出 版 年 份 | 教 辅 及 获奖 情况 
4 ”| 自动 控制 原理 7-301-22112-9 许 丽 佳 30 | 
重印 
5 _ | 自动 控制 原理 (第 2 版 ) 7-301-28728-6 了 虹 45 2017 “| 电子 课件 /数字 
课 
6 | 现代 控制 理论 基础 (第 2 版) 7-301-31279-7 侯 媛 彬 等 49 2020 A 
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软件 及 应 用 


20 | 发 电厂 变 电 所 电气 部 分 (第 2 版 ) 


21 | 自动 控制 原理 实验 教 称 





22 | 自动 控制 原理 (第 2 版 ) 


23_| 电 机 与 电力 电子 技术 
24_ | 虚拟 仪器 技术 及 其 应 用 
能 仪表 技术 














6 
6 









5 2014，2019 
第 3 次 重印 
2014，2019 
马 永 关 
[sl 
2015 
7-301-257364 | 。 孙 冠 作 | 4 | 2015 
7-301-27133-9 2016 
7-301-28790-3 杨 成 艳 45 2017 













7 | 计算 机 控制 系统 (第 2 版 ) 7-301-23271-2 徐 文 沿 48 重印 电子 课件 /答案 
2019 第 4 次 | 
8 | 电力 系统 继 电 保护 (第 2 版) 7-301-21366-7 马 永 翔 46 | | 电子 课件 /习题 答案 
2014, 2016 
9 | 电气 控制 技术 (第 2 版 ) 7-301-24933-8 | 韩 顺 杰 ” 吕 树 清 | 28 重印 电子 课件 
a 有 0 | 
10 | 自动 化 专业 英语 (第 2 版 ) 7-301-25091-4 | 李 国 厚 王 春 阳 | 46 重印 电子 课件 /参考 译文 
11 | 电力 电子 技术 及 应 用 7-301-13577-8 张 润 和 38 | 2008 | 电子 
12 | 高 电压 技术 (第 2 版 ) | 7.301-27206.0 | 马 永 翔 | 43” | “2016 | 电子 课件 /习题 答案 
13 | 控制 电机 与 特种 电机 及 其 控制 系统 孙 冠 群 于 少 娟 2011 | 电子 课件 /习题 答案 
14 | 供 配 电 技术 | 7.301-16367.2 | 王 玉 华 | 49 | 2012 | 电子 课件 /习题 答案 
15 PLC 技术 与 应 用 (西门 子 版 2013 | 电子 课件 
16 | 电机 、 拖 动 与 控 2013 
17 | 电气 信息 工程 专业 英语 2013 
件 , 2014 年 中 国 
2013，2019| 电 子 教育 学 会 “全 国电 
集散 控制 系统 (第 2 -301-23081- 刘 洪 玲 
18 “| 集散 控制 系统 (第 2 版 ) 7-30123081-7 刘欢 玲 86 | 全 二 次 二 类 优秀 教 村 





电子 课件 





电子 课件 /答案 





电子 课件 /答案 


二 维 码 资源 









学 出 版 社 第 六 
样 书 用 于 教学 。 





感谢 您 使 用 我 们 的 教材 , 欢迎 人 
63.com， 欢 迎 来 电 来 信 





原 如 电子 课件 、 电 子 样 章 、 
微 信 ( 微 信号 ，pup6book)， 随 时 查询 专业 教材 、 











题 答案 等 ,或 者 需要 


[wk 
he 





览 更 多 专业 教材 ， 请 扫 下 面 的 二 维 码 ， 
览 教材 目录 、 内 容 简介 等 信息 ， 并 可 在 线 申请 纸 





天 
质 





随时 与 我 们 联系 , 我 们 将 及 时 做 好 全 方位 的 服务 .联系 方式 : 010-62750667, pup6_czq@163.com， 
客户 服务 QQ 号 : 1292552107， 欢 迎 随时 咨询 。 





